Project Gutenberg 's Theorie der Abelschen Functionen, by Friedrich Schottky 

This eBook is for the use of anyone anywhere at no cost and with 
almost no restrictions whatsoever. You may copy it, give it away or 
re-use it under the terms of the Project Gutenberg License included 
with this eBook or online at www.gutenberg.org 



Title: Theorie der Abelschen Functionen 

Author: Friedrich Schottky 

Release Date: August 2, 2010 [EBook #33317] 

Language : German 

Character set encoding: ISO-8859-1 

*** START OF THIS PROJECT GUTENBERG EBOOK THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN *** 



Produced by Quikquak, Joshua Hutchinson, and the Online 
Distributed Proofreading Team at http://www.pgdp.net (This 
file was produced from images from the Cornell University 
Library: Historical Mathematics Monographs collection.) 



ANMERKUNGEN DER KORREKTURLESER 

Alle Fehler, die unter „Berichtigung" aufgeführt sind, wurden korrigiert. Das 
Original der Seite ist als Kommentar am Ende der .tex-Datei angehängt. 

Auch viele weitere Fehler, größtenteils Druckfehler (z. B. fehlende Variablen) 
wurden korrigiert. Hinweise dazu finden sich an der jeweiligen Stelle als 
Kommentar in der .tex-Datei. 

Änderungen der Formatierung wurden stillschweigend vorgenommen. 

Ein Exemplar des Originals wurde dankenswerterweise von der Cornell University 
Library: Historical Mathematics Monographs Collection zur Verfügung gestellt. 

Diese PDF-Datei wurde für den Druck optimiert, kann bei Bedarf aber leicht für 
den Bildschirm angepasst werden. Anweisungen dazu finden Sie am Anfang des 
LaTeX-Quelltextes. 



ABRISS EINER THEORIE 



DER 



ABELSCHEN FUNCTIONEN 



VON DREI VARIABELN 



VON 



Dr. FRIEDRICH SCHOTTKY, 

PRIVATDOCENT AN DER UNIVERSITÄT ZU BRESLAU. 




LEIPZIG, 
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1880. 



Abriss einer Theorie der A b e l'schen Functionen dreier Variabein. 

In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht, aus den Sätzen, welche über die 
allgemeinen Theta-Functionen beliebig vieler Variabein gelten, und unabhängig von der 
Theorie der algebraischen Integrale, zu einer Theorie der Abel'schen Functionen dreier 
Variabein zu gelangen. Die Lösung dieser Aufgabe ist von Herrn Weber in der Ab- 
handlung: „Theorie der Abel'schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876" begonnen 
worden, und ich würde ausgehen können von dem auf S. 37 der angeführten Schrift auf- 
gestellten Additionstheorem. Indessen sei es gestattet, die Grundeigenschaften der Theta- 
Functionen, auf denen dasselbe beruht, hier noch einmal darzustellen, und zwar mit An- 
wendung der Methoden und Bezeichnungen von Herrn We ierstrass, der mich zu dieser 
Arbeit angeregt hat. Der Inhalt der drei ersten Paragraphen rührt von Herrn Weierstrass 
her. 



Erster Theil. 

§1. 

Die allgemeinste Theta-Function von p Veränderlichen (wi, W2 • • • u p ) ist definirt durch 
eine Reihe von der Form: 

y r g G(Mi"W p ;nr-np)i 

(n u n 2 --n p ) 

wo G(u\ ■ ■ ■ u p ; n\ ■ ■ ■ n p ) eine ganze Function zweiten Grades der 2p Grössen (u\ ■ ■ ■ u p , 
n\ ■ ■ -tip) bedeutet, und für {n\ ■ ■ -n p ) alle Systeme ganzer Zahlen zu setzen sind. Diese 
Function G las st sich auf die Form bringen *): 

G(u\ ■ ■ -Up; n\ ■ ■ -n p ) 

P 
= G(u\---Up;n\+V\---n p + Vp) + 2ni £ [ßa(n a + v a )] +C, 

wo G(u\ ■ ■ ■ Up, n\ + Vi • • -ftp + Vp) eine homogene Function zweiten Grades von u\ ■ ■ ■ u p , 

n\ + Vi • • -ftp + Vp ist, und jl\ ■ ■ ■ /i p , Vi • • • v p , C, 2p + 1 Constanten bedeuten. 

2p(2p + l) 

Die Coefficienten der homogenen Function G betrachten wir als unveränder- 

2 b 

liehe Grössen, ßi ■ ■ ■ ß p , Vi • • • V p dagegen als veränderliche Parameter, und bezeichnen die 



*) Diese Umformung ist nur dann unmöglich, wenn die Determinante der p 2 Grössen j^-j- {<x,ß 
1, 2- • -p) verschwindet; welchen Fall wir ausschliessen. 
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Summe 

(1) £[ e G(«,-;n,+v,-)+2*iS:/ia(n«+v„)] durch ( Mj . . . Mp ; ^ Vi • • • jUp, V p ), 

oder, abgekürzt, durch 

0(mi---w p ;jU, v). 

Dies ist dann, bis auf einen Constanten Factor, welcher noch hinzutreten kann, die allge- 
meinste ©-Function. Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Convergenz der 
Reihe ist, dass der reelle Theil von G(0 • • • 0, Vi • • • V p ) für alle reellen Werthe von Vi • • • V p 
einen negativen Werth habe. 

Zwei verschiedene Theta-Functionen lassen sich nun auf folgende Weise zu einander 
in Beziehung setzen. Es seien 

w 1 ,w 2 ---w p ; Vi, v 2 ---v p 

2p neue unabhängige Grössen; alsdann lässt sich, wenn wir die linearen Ausdrücke 

-^-rG{w\ ■ ■ ■ v[ ■ ■ ■ ) mit G{w\ ■ ■ ■ v[ ■ ■ ■)„, 
/ (a=l,2-..p) 

j-rG(w\ ■ ■ ■ v[ ■ ■ ■ ) mit G{w\ ■ ■ ■ v[ ■ ■ ■ ) p+a , 
c>v a 

bezeichnen, G{u\ + w[ • • -n\ + Vi + v[ • • • ) in dieser Weise entwickeln: 

G(ui + w\ ■ ■ ■ n\ + Vi + v[ ■ ■ ■ ) = G(w\ ■ ■ ■ v[ ■ ■ ■ ) 

P 
+ £ [u a G(w' r -v' r -) a + (n a + v a )G(w\ ■ ■ v[ ■ ■ ) p+a ] +G(u x ■ -n x +Vi ••); 



oder, da 



P 
G(w[ • • v{ • • ) = 5 £ WaG(w\ ■ ■ v[ ■ ■ ) a + v' a G(w\ ■ ■ v[ ■ ■ ) p+a ] 
a—\ 



ist: 

G(wi+w / r -ni + Vi + v{ 



P 

£ [(%+ jw'a) G(w\ ■■v[--) a +(n a + Va + \v' a )G(w\ ■ ■ v[ ■ ■ ) p+a ] 
a=l 

+ G{u\ ■ -ny + Vi 
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Daraus folgt, wenn wir v' a mit — v' a vertauschen, und dann n a + v' a für n a setzen: 

G{u\ + w[ ■ ■ n\ + Vi • • ) = G{u\ • • ni + Vi + v{ • • ) 
p 

+ £ [("« + 2 W «) G K • • " v i • • )« + ("o + v« + jv' a )G(w[ . . - v{ • ■ ) p+ „] . 
a=l 

Wir setzen nun 

(2) G(w'i . . - v{ • ■ )p +a - 2^K, G(w\ • • - v{ • •)« = 2if a , 

und 20)^ für w' a . Alsdann ergiebt sich: 

G(«i + 2&\ ■ -n\ + Vi • • ) = G(wi • • «i + Vi + v[ ■ ■ ) 

P 

+ 27ri£ [MaK + V a + V^] 

P 
+ £ KK + Ö'a) - niß'aV'a] . 



a=l 



Daher: 



G(wi +2ö)j • •«! + Vi 



f 27Tl'£ [jU a ( w a + V a )] 
a=l 
P 

= G{ui • • m + Vi + v{ • • ) + 2^' £ [(Ha + Ma) ( n a + v « + v a)] 

a=l 
P P 

-27T/ £ ß a v' a + £ [2Tf„(w a + ö)' a ) - 7tiß' a v' a ] . 
a—\ a—\ 

Aus dieser Umformung des Exponenten in dem Reihen- Ausdruck der Function ®(u\ 
2~ä' r -;ß,v) folgt: 



(3) 



- I [2rf a {u a +(o' a )-nin' a v' a ] 
e «=' 0(«i+2ö)i--;jU,v) 

-e- 27r!X ^ v «0( M i--; J u + ÄT',v + v / ). 



Wir fassen jetzt /ij • • /ii, vj • • v' p als unabhängige Grössen auf. Dann ergiebt sich aus dem 
Gleichungssystem (2), dass die Grössen 2W a , 2r[' a lineare homogene Functionen derselben 
sind: 

P P f 

m 'a = £ fiVßVaß + 2v' ß (o' aß \, 2rj' a = £ 2jiJi7 oi8 + 2v£t^, 

(4) ]3=i ]3=1 

(a = l,2--p). 
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Den Ausdruck 

P 

welcher eine lineare Function der p Variabein u, dagegen eine quadratische Function der 
2p Grössen //, v' ist, bezeichnen wir durch r\(u\ • • -u p ; ß', v'); wir erhalten dann: 

(3 /) e -ij(«i-;M', V) ( Ml + 2ä\ ■■;n,v) = e - 2ni ^ aV '<* 0(mi • • ; ju + ju', v + v'). 

Die 4p 2 Grössen 2co a ß, 2o)' a ß, 2r\ a ß, 2r\' a g, welche hier als Coefficienten eines Sy- 
stems linearer Functionen definirt sind, sind ganzzahlige rationale Functionen der 

2p(2p + l) 2p(2p-l) 

Coefficienten von G. Es müssen daher zwischen ihnen Relationen 

2 2 

bestehen. Diese erhalten wir auf folgende Weise. 

Es seien \i\ ■ ■ ß p , Vi • • • v p und ß[- ■ ß'v[---v p zwei Systeme von je 2p unabhängigen 

Grössen, und 

P P 

2W a = £ [2p ß (O a ß+2VßG)' aß \, 2rf a = £ [2^1^ + 2v ß r l' aß }, 
0=1 ]8=1 

P P 

ß=l ß=l 

Alsdann folgt, da die beiden Gleichungssysteme (2) und (4) gleichzeitig bestehen: 

G(2ö)i • • - vi • • ) p+a = 2icipa, G(2ö)i • • - Vi • •)« = 277"«, 

G(2ä[ ■ ■ - v[ ■ ■ )p +a = 2icip' a , G(2öj[ ■■-v[--) a = 2r)' a . 

Nun ist, nach einem bekannten Satz über die quadratischen Formen: 

P 

£ [2Zö' a G(2ö)i • • - Vi • • )„ - v' a G(2W 1 ■ ■ - Vi • • ) p+ „] 
a=l 
P 
- £ [2ö) a G(2ö} / i • • - v[ ■ ■ ) a - V«G(2ö} / 1 • • - v{ • • ) p+a \. 
a=\ 

Folglich: 

P P 

(5) £ [2G}' a • 21) a - 2ä a ■ 2rf' a ] = 2%i £ [ju„ v' a - ß' a v a ] . 
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Indem wir diese Gleichung specialisiren, erhalten wir: 

P 

£ [2(ö a ß ■ 2r\ay - 2r) aß ■ 2(D aj \ = 
a=\ 

P 
(6) £ [2<ß • 2T7^ y - 2tj^ • 2ö>y - 

a=l 

^ r / / I 2/Tz wenn ß — Y, 

£[2< r 2^-2,^. 2^ = 1 o wenn/jj . r 

Es sei jetzt {p\- ■ ■ Pp-,q\- ■ -qp) ein beliebiges System von 2p ganzen Zahlen, und 



2«a = £ [2pj8Ö> oj 3 +22ßö> a ß], 2T7 a - £ [2pßVaß + 2 qaV' a ß] 
ß=i ß=i 

(a=l,2--p). 
Dann folgt aus der Formel (3 ; ): 

g -»?(«i--;/»,«) 0( Ml + 2öi • • ; n, v) = ß-^UM«) @( Ml . . . ^ +Pj v + ? ). 

Es ist aber, wie unmittelbar aus der analytischen Darstellung der Theta-Function hervor- 
geht, für ganze Zahlen p, q: 

(7) ©(«! • • ; ju + p, v + q) = e 2Ki ^" v " 0( Ml • • ; ju, v). 
Daher erhalten wir: 

(8) e ~ri(«i-.P,q) 0( Ml + 2Öi • • ; JU, V) = g 2 *'E(P«v«-««/i«) @( Ml • • ; M , V). 

Dies ist die charakteristische Gleichung der Function 0(wi ■ -u p ; ß, v). Wissen wir von 
einer Function F(«i • -Wp), dass sie für alle endlichen Werthsysteme der Variabein den 
Charakter einer ganzen rationalen Function besitzt, und für willkürliche ganze Zahlen p, q 
der Gleichung (8) genügt, so ist 

F{u\ ■ -u p ) — Const. 0(mi • -u p ; /i, v). 

Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Grössen 2o) a ß, 2(ö' a ß, 2ri a ß, 2r\' a n die Gleichungen (6) 
befriedigen. Dies ist ein bekannter Satz. 
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§2. 
Bilden wir jetzt ein Product von r Theta-Functionen: 

0( Ml --;M (1) ,v( 1 ))0( Ml --;M (2) ,v( 2 ))---0( M i--;M ( '" ) ,vW)-n( Ml -- M p), 

so folgt aus (8), dass dieser Ausdruck der Bedingung 

(9) e - r ^ Ul - u » ;p ^Il(ui +2öi--) = e 2w, "E(P« v «-««W»)n(«i --iip) 
genügt, wo 

v _ v ( 1 ) +v ( 2 ),.. +v ('-) m -„( 1 ) + „( 2 ) + ..+ u C ) 

ist. Dieselbe Gleichung gilt offenbar für das Product 

wo Vj • • Vp • • ■ Vj • • Vp rp Constanten sind, die nur den p Bedingungen: 

vL 1} + vL 2) + --- + vL r) = (a=l,2-.p) 

zu genügen brauchen. Jede Function, die für alle endlichen Werthe von u\--u p den Charak- 
ter einer ganzen rationalen Function besitzt, und die in der Gleichung (9) ausgesprochene 
Bedingung erfüllt, nennen wir eine ©-Function r ter Ordnung mit der Charakteristik (/i, v). 
Für diese gilt der folgende Fundamentalsatz: 

I. Alle ©-Functionen r ter Ordnung, welche dieselbe Charakteristik haben, lassen sich 
linear und homogen durch r p unter ihnen ausdrücken. 

Es sei n(«i • • Up) irgend eine solche Function, die der Gleichung (9) genügt. Wir kön- 
nen aus dieser ein ganzes System von Ausdrücken bilden, deren jeder dieselbe Gleichung 
erfüllt. Wir bezeichnen zu diesem Zweck mit il[ • • fi' v[ • • v' ein System von 2p willkür- 
lichen Grössen, und setzen: 

P P 

2 »a = L Wß <°aß + 2v' ß G>' aß ], 2rf a = £ [2ß' ß 7i aß + 2v' ß rj' aß ], 

(10) ß=i ß=\ 

*-"»(»»■■ ^ V) n ( Ml +2W v --) = n( Ml •• ; n', v'). 
Wenn für jU', v' ganze Zahlen /?, g gesetzt werden, so ist der Gleichung (9) zufolge: 

(11) n(ui ■■;p,q) = e 2 ' B "E(p« v «-«-^)n(Mi • • • )• 
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Sind jetzt ß" ■ -ß'' v" ■ ■ v'i 2p neue Variable und 1Jü" a , 2ff'^ die entsprechenden linearen 
Functionen derselben, so folgt aus Gleichung (10): 

n( Ml + lä'[ ■ ■ ; n', v') = e- r ^ Ul+2w "-^' y) n(ui + 2ä[ + 2ä'( ■■■), 
n(u l +2W' l + 2W{---)^e r ^-^' + ^' y ' +v "^n(u 1 --;ß' + ß",v' + v"). 

Nun ist 

T7(wi • • ; ß' + ß", v' + v") - £[(2Tf' a + 2^)(w„ + ö) / „ + öJ / /' 



l KTW a 



'«)]> 



/ ,,/ 1 

ab 



-^'(M« + Ma)(Va + V, 
T] ( Ml + 2m'{ ■ ■ ■ ß', v') - £[2rf a ( Ma + 2ö)' a + ö)' a ) - Tri^v, 
T]( Ml • • ; ß", v") = £[2^( Ma + - thjuX]- 

Daraus folgt: 

T] («!••; ju' + ju", v' + v") - t? («i + 2öj'/ • • ; ß', v') - tj (wi • • ; ju", v 
= £[2ffÄ - 2 n«ö)a - ^'(M>a + MX)]. 

Es ist aber nach Formel (5) 

Folglich: 

r)(u\--\ß' + ß", v' + v") - tj («i + 2a)'/ • • ; ß', v') 

-T ? ( Ml --;M // ,v // )-27r/^( i u>«). 

Demnach ergiebt sich: 

g -"»(«r-;/i",v") n(M 1+ 2ö)'/..; J u',v / ) 

(12) 

= e - 2 ^K^On( Ml • • ; ju' + ß", v' + V"). 

Setzen wir hier für jU', v' ganze Zahlen /?, g, so ist nach Formel (1 1) 

n( Ml + 2ä'{ ■■;p,q) = e^^P^-io^nim + 20)'/ • • • )• 

Da aber 

g -n,(«,.. ;m", v") n(M] + 2 ^// . . . ) = n(Mi . . . Ai // > v //) 

ist, so folgt: 

(13) n( Ml ■■;ß" + p, v ,7 + ^) = e 2 ^X[Pa(v«+0- 9a Ma] n ( Ml . . ; j*", v "). 
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Aus diesen beiden Gleichungen (12) und (13) entspringt nun, indem wir für ß", v" ganze 
Zahlen p, q setzen, die charakteristische Gleichung für die Function Yl(u\ ■ ■ ; /i', v'): 



(14) 



e -'-'7(«.-;p^)n( Ml +2öJ 1 --; J u / , v') 

e ^iLlp a (v a +rv' a )-q a (ß a +rn' a )] u r Ul . . . ^ y '\ 



Diese Formel lehrt zugleich, dass, wenn wir die Grössen ß', v' als rationale Zahlen mit 
dem Nenner r annehmen, die Functionen H(ui ■ ■ ; ß', v') sämmtlich die Gleichung (9) 
befriedigen. Wir setzen nun die Grössen v' sämmtlich gleich Null, dagegen 



/ _ <5« 



(a=l,2-.p; 



wo jede der Zahlen 5\ , Ö2 • • ö p einen der Werthe 0, 1 , 2 • • r — 1 haben soll. Da es r p solche 

Systeme giebt, erhalten wir somit r p verschiedene Functionen TL(m ■ ■ ; — , 0). Wir setzen 

r 
ferner in der Gleichung (12) für v'{ ■ ■ v'i ganze Zahlen, für ß'[ ■ ■ ■ ji'1 irgendwelche rationale 

Zahlen mit dem Nenner r. Dann erhalten wir: 



a, 



aß 



1 



2 <=L ^pß—^ + lgpO)'^ > 2 < = -£ ^PßVaß+^qßrrfaß 



-rr\{u\ 



} n( Ml + 2< • • ; -, 0) - n( M] • • ; — ^, q). 
r r 



Setzen wir nun 



Sa+Pc 



8' 



*- + P„,(a=l,2--p) 



r r 

wo ö[ • • ÖL wiederum Zahlen der Reihe 0, 1 • -r — 1, und P\- P p ganze Zahlen sind, so ist 
nach Formel (13): 



Folglich: 
(15) 



U(ui--; ,q) = e L Jn(wi • •; — , 0). 



e-^(» 1 ";f, ? ) e -2^x^n( Ml + 2<..;-,0) 



5' 



= e 2nil.(^- qa ß a ) e -2ni^-^ n{ui ...o_ Q) _ 



Wenn wir in dieser Formel für öi , Ö2 ■ ■ ö p alle r p verschiedenen Zahlsysteme setzen, so 
durchlaufen 8[ ■ ■ ö p dieselben Werthe. Setzen wir also 



E 

(S) 



e-^E - n(m..;-,o) 



5(«i --Kp) 
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(die Summe erstreckt sich über alle r p Systeme der Zahlen <5), so ist 

(16) e- r ^--'-r^S{u { + 21ö , [---)=e 2ni ^^- q ^)s{u v --). 

Wir setzen jetzt 

VßMaßi 



2a> a = l,[2p ß ^ •' 



2r ?a = YP-Pß^aß + 2( lß r Vaß}- 



Dann ist 



1 



2fl)''=2ö) a , 2< = --2Tj a , 



rrj (mi--; -,<?) = V[2T7 a («« + (%) -7tip a q a ]- 



Daraus geht hervor, dass die Formel (15) vollständig übereinstimmt mit der in (8) gege- 
benen charakteristischen Gleichung der Function 0(ui • • ; jU, v), wenn wir in derselben 

die Grössen v a ersetzen durch — , 0) a ß durch — — , r\ a n durch rr\ a n. Da aber die Rela- 
tionen (6) bestehen bleiben, wenn wir die Grössen ö) a ß, 0) f a ß, ri a ß, r\' a „ ersetzen durch: 

®aß 

— ' ^aß' ^«ß' rT ^aß' s0 ^ st durch die Gleichung (15), dem zuletzt in § 1 angeführten Satz 

zufolge, S(u\ • -Up) bis auf einen constanten Factor vollständig bestimmt, und zwar 

v 



/ v 

S{u\ ■ -u p ) — Const. ® r f u\ ■ -u p \ ß, — 



v v 

wo ® r (u\ ■ -Up; ß, — ) diejenige Function ist, die aus &(u\ ■■u p \ ß, — ) durch die angegebe- 

r r 

ne Vertauschung der Grössen co und T7 entsteht. Wir erhalten also: 

8 



(17) 



£ e- 2 ^(^)n( Ml .-;-,0) -Const. & U- -u p ;ß, - 

(5)L r J r 



Die Gleichung (15) bleibt ungeändert, wenn wir V\--V p um beliebige ganze Zahlen 
vermehren. Daraus folgt, dass auch die Gleichung: 



(18) 



E 

(8) 



e _ 2Mli[ > sSa ^ ] ^8 



(m--n p )© r ( u\--Up\\i 



V + n 



besteht. Hier geben wir jeder der Zahlen n die Werthe 0, 1 • • r — 1, und summiren über die 
r p verschiedenen Systeme. Dann ist 



E 



-2mZ 



8g ng 



10 
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— 0, wenn irgend eine der Zahlen ö[ ■ ■ ö p von verschieden ist, dagegen — r p , wenn alle 
diese Zahlen gleich sind. Daraus ergiebt sich: 



(19) 



n(«i ••«p) = r P J2 (ni--n p )® r (ui--u p ;p, ) 

(«) L V r J 



Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Denn es ist Yl(u\ ■ ■ u p ) dargestellt durch r p be- 
stimmte Functionen. Jede derselben ist (wie aus (18) hervorgeht) eine Theta- Function r ten 
Grades mit der Charakteristik (/i, v). Zwischen diesen r p Grössen besteht keine lineare 
Gleichung. Denn aus der Formel (19) lässt sich rückwärts die Gleichung (18) ableiten; 
nehmen wir also in (19) H{u\ ■ ■ u p ) — an, so folgt aus (18), dass die sämmtlichen Coeffi- 
cienten {n\ • -n p ) gleich sein müssen. 

§3. 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass Yl(u\ ■ -u p ) eine grade oder eine ungrade 
Function ist: 



(20) 



n(— u\ • • — u p ) — xTl(u\ • -u p ); x — ±1. 



Geben wir in der Gleichung (9) den Grössen u\ ■ ■ u p ; p\ ■ ■ p p ; q\ ■ ■ q p die entgegengesetzten 
Werthe, so erhalten wir, da 

T7 (-wi u p ;-p, -q) = r)(ui--u p ;p, q) 



ist: 



xe -"j(«r-«p;p.«)n( M i +2äi • •) - Ke 2Ki ^ { -P<* v ° +q ^Tl{u\ --up). 
Daraus folgt, dass, wenn die Voraussetzung (20) erfüllt sein soll, der Ausdruck 

für alle ganzzahligen Werthe der Grössen p, q selbst eine ganze Zahl sein muss. Es müssen 
deshalb jUi • • jUp, Vi • • Vp die Hälften ganzer Zahlen sein. Da die Gleichung (9) nicht geän- 
dert wird, wenn wir zu \i\ ■ ■ ß p , Vi • • v p beliebige ganze Zahlen hinzufügen, so können wir 
annehmen, dass jede der Grössen ji\ ■ ■ ji p , V\ ■ ■ v p den Werth oder \ hat. 
Es ist nun 

n(«i --Up) = r~ P Y< ("l ••n p )® r ( u\ ■■UpWi, ) 

(n) L V r j 
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Hieraus folgt, wenn wir den Variabein u\- -u p die entgegengesetzten Werthe geben, da, 
wie aus der analytischen Darstellung dieser Function ersichtlich ist, 



©(-«!•■ -w p ;-p,-v) = 0(wi--w p ;p,v) 



U(ui ■ -u p ) — r 
Wir können nun setzen: 






x{n\ ■ ■n p )& r I u\ ■ -u p ;—jl 



■(v + n) 



-v«-n a v a + n' 

-ßa=Ha+Pa, = ~ + <7a, (a=l,2--p), 

r r 

wo /»i • -/?p, q\ ■ -q p ganze Zahlen, und (n\ ■ -n') ein bestimmtes zu (n\ ■ -n p ) conjugirtes 
System von Zahlen ist, deren jede einen der Werthe 0, 1, 2 • • r — 1 hat. Es ist dann nach 
Formel (7): 



r ui--u p ; -jU, 



-V — n 



2mLPa r-*?* L/ „ v + » 
e v r / I u\ • -u p , /i, 



Daher erhalten wir: 

l\[u\--Up) — r F 2_, >c(n\- ■n p )e v r > \u\ ■ -u p ;ß, I 

Diese Formel muss mit der ursprünglichen identisch sein; daraus ergiebt sich: 



-4mZ 



fa("a+Vg 



(21) (n' 1 --n' p ) = x(ni--n p )e~ 

Die Systeme (n) und (n') sind verbunden durch die p Congruenzen: 

"a + n' a + 2v « - ° mod K 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder das System (V) fällt zusammen mit dem 
System (n). Diese sich selbst conjugirtes Systeme bezeichnen wir durch (a). Für dieselben 
ist 

2a a + 2v a = mod r. 

Oder es fällt (n) nicht mit (V) zusammen. Diese paarweise vorkommenden Systeme be- 
zeichnen wir durch (b) und (&') ; es ist dann: 



(22) 



r p n(ai--w p ) = J2 (ai--a p )& r ( u\--u p \\i, 1 

<n\\- V r / 






Oi --Mi ® r u\--u p -,\i 



V + b 



XI 



r ui--u p ;-ß, 



-v — b 
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Bezeichnen wir mit a die Anzahl der Systeme (a), so ist die Anzahl der Glieder in der 

fP — (x 

zweiten Summe — — - — . Die Coefficienten (a\ ■ -a p ) sind, wie aus (21) hervorgeht, nur 
dann von verschieden, wenn 

ist. Es sind jetzt verschiedene Fälle zu unterscheiden: 

I. Es sei r grade und alle Grössen /i a ,v a gleich Null. Dann sind die Systeme (a) 
bestimmt durch die Congruenzen 

2a n = mod r. 



Es kann also a a = 0, und a a — \ gesetzt werden. Die Anzahl a der Systeme a ist 
demnach = 2 P . Es ist aber 

a _-v^ Ua(aa+Va) 

l; 



O *-i r 



folglich («i • -dp) — 0, wenn x — — 1. Daraus ergiebt sich, dass die Anzahl m der Func- 

r P _ 2P 
tionen, durch welche Yl(u\ ■ -u p ) dargestellt ist, = — - — ist, wenn II eine ungrade, und 

rP + 2P 
— , wenn II eine grade Function ist. 

IL Es sei r grade, und nicht alle Grössen /i a , v a — 0. 
Dann sind die Congruenzen 

2a a + 2v a = mod r 

r P 
unlösbar; es ist also a — 0, und daher m — — 

2 
III. Es sei r ungrade. 

Dann erlauben die Congruenzen 



2a n + 2v n = mod r 



eine einzige Lösung; nämlich 



a a — wenn v« — 0, 

r- 1 i 

a a = —r— wenn v a = 2 - 



In jedem Falle ist also 
folglich 



«a + V a = rv a , 



4 fft - £ lk,(.a+va) = /jNE^Va 



r P _|_ 1 f-P — l 

Es ist also m — , wenn x(— l)^ 4 ^« v « = +1, und m — , wenn x(— 1)I 4 ^« V « 

-1 ist. 
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§4. 

Wir haben gesehen, dass nur solche Theta- Functionen grade oder ungrade sein können, 
deren Charakteristik durch rationale Zahlen mit dem Nenner 2 gebildet wird. Gleichzeitig 
geht aus der Definition in § 2 hervor, dass die Charakteristik nicht geändert wird, wenn 
wir jede der Grössen, aus denen sie besteht, um eine ganze Zahl vermehren. Wir setzen 
deshalb: 

ßa = jöai V a = \£a, (a=l,2--p), 

und setzen fest, dass jede dieser Grössen 5, £ den Werth oder 1 haben soll. Es ist dann: 

0(— u\ ■ ■ —u p , jö, 2 e ) — ®{u\ ■ -u p ; jS — ö, 2 £ ~ e )- 

Dies ist aber, der Formel (7) zufolge, 

= (-lp<A0( Ml .. Mp ;lS,±£). 

Mithin ist <d(u\ ■ ■ u p ; jö, jö) eine grade oder ungrade Function, je nachdem ££ a ö a e i ne 
grade oder ungrade Zahl ist. Demnach unterscheiden wir grade und ungrade Charakteristi- 
ken. Jede dieser 4 P Charakteristiken bezeichnen wir durch einen Index; speciell diejenige, 
in der die sämmtlichen Grössen 5, £ gleich Null sind, durch den Index 0. 

Greift man eine Reihe von Indices: a, b ■ ■ e willkürlich heraus, so giebt es einen be- 
stimmten Index m von der Beschaffenheit, dass 

S« + ^ + ..+S^^mod2, 



c-ct ~r c-n \ ' ' "rfcfy 



m 
a — "-a 



Wir sagen dann: der Index m entsteht durch Zusammensetzung von a, b- ■ e und bezeichnen 
dies dadurch, dass wir setzen: m — a,b--e. Die Reihenfolge der Zusammensetzung ist hier- 
nach gleichgültig; ferner ist klar, dass zwei gleiche Indices sich in der Zusammensetzung 
aufheben, und dass eine Zusammensetzung mit dem Index keine Aenderung hervorbringt. 
Demnach ist ab — ba, abb — a, 0a — a. 

Zu jedem Index a gehört ein bestimmtes System halber Perioden: 

ß ß 



Die Function 



r\(ui--u p ;\ö a , \e° 



werde bezeichnet durch r\(u\ ■ ■u p ) a - Es folgt dann aus der Gleichung (3'): 

e-" ](Ui - u o )b ®{ui + (O b l ---\d a ,\e a ) 

^ e -U^ a@{u ...l_ 8 a + l_ 8bj l_ £ a + l_ e by 
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Nun ist 

kß\ a _|_ kX b — l£ afc _|_ n kp a _|_ lp b — lp ab + n 

2 u a'2a~~2a 'Pa? 2 a'2 a~2 a ^</a> 

wo p\ ■ -p p , q\ ■ -q p ganze Zahlen bedeuten; demnach ist 

( Ml . . ; 1 8 a + \8\ \e a + \e b ) = e f £*(«+«-#) 0(lll . . . 1 $«*, 1 e «*). 
Daraus geht hervor: 

(23) g -l(»i"«p)*0( Ml + o)f • • ; ±ö fl , ±£ fl ) - i b ' a @{u x ■ ■ ■ \ö a \ \e ab ), 
wo b;a eine bestimmte von den Indices a,b abhängige Zahl bedeutet, dargestellt durch: 

(24) b;a = £ [-6*5^ + e?(5« + 5* - ö^ 

a 

Man erkennt nun leicht, dass es auf mannichfache Weise möglich sein wird, 2p pri- 
mitive Indices auszuwählen, durch deren sämmtliche Combinationen alle 4 P Indices, mit 
Ausnahme des Index 0, dargestellt werden können. Am einfachsten bietet sich zunächst 
dasjenige System dar, welches den primitiven Perioden entspricht. Wir bezeichnen durch 
den Index a a diejenige Charakteristik, in der sämmtliche Grössen £i,£2 • -£p gleich Null 
sind, und ebenso alle Grössen öi,Ö2--ö p , mit Ausnahme von ö a ; ebenso durch b a diejenige 
Charakteristik, in der e a — 1 , alle übrigen Grössen 8\ , 82 ■ ■ ö p , £1 , £2 • • £ p aber gleich Null 
sind. Es ist dann klar, dass durch die Combinationen dieser 2p Indices der Index nicht, 
dagegen alle übrigen Indices, und zwar nur auf eine Weise, dargestellt werden können. Zur 
Vereinfachung führen wir ausser diesen 2p primitiven noch die zusammengesetzten Indices 
ein: 

ai&i=ci, a2b2 = C2---a p b p = c p . 

Es sei nun m ein beliebiger Index, und zunächst dargestellt durch eine Combination der 
primitiven a\- -a p ,bi ■ -b p . Wenn in diesem Ausdruck a\ und b\ oder ü2 und Z?2, u. s. f. 
gleichzeitig vorkommen, so ersetzen wir diese Paare durch ci, C2 u. s. f. Dadurch erhalten 
wir einen Ausdruck, der aus höchstens p Gliedern besteht, und das Kriterium, ob m ein 
grader oder ungrader Index ist, ist offenbar folgendes: m ist grade, wenn die Anzahl der in 
dem reducirten Ausdruck von m vorkommenden Grössen c eine grade, und ungrade, wenn 
diese Anzahl ungrade ist. So ist z. B. der Index a\b\b2 — C1&2 ungrade, a\bi r C2Cj, dagegen 
grade. Wir suchen jetzt eine andere Bezeichnungsweise, bei der die graden und ungraden 
Indices in gesonderten Gruppen auftreten. 

Wir nehmen zuerst an, es sei p eine ungrade Zahl, und definiren das folgende System 
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von 2p + 1 Indices: 



«l = CL\ C2C3 Cp+i ßl — &1C2C3 . . . Cp^ 

2 

«2 = 02^3 04 Cp+3 J02 — Ö2C3 Cp 



(25) Cüp+i = öp+iCp+3 Cp+5 • -Cp ßp+i — bp±iCp±i ■ -c p 

2 2222 22 

CÜp + 3 = ßp+3 Cp+5 C\ ßp + i = Öp + 3 Cp+5 . . Cl 



(Xp = dpC\C2 Cp^i ßp — b p C\C2 ■ ■ ■ Cp-\ 

2 2 

7^ C 1^2C3 -'Cp. 

Verstehen wir unter c p+ x dasselbe wie c^, so ist allgemein: 

a X = a X c X+l c X+2 c X+3' - C X+*^- 

ßx =b x cx + icx +2 cx + i--c x+ p^ (X = l,2--p) 

7=ClC 2 C 3 C p _l6' p . 

Diese 2p + 1 Indices sind hier dargestellt in der reducirten Form. Man erkennt daher sofort, 
dass 7 ungrade ist; a x und ßx sind grade oder ungrade, je nachdem eine grade oder 

ungrade Zahl ist; d. h. grade, wenn p = 1 mod 4, ungrade, wenn p = 3 mod 4. 

Wir bilden jetzt die Combinationen dieser Grössen. Combiniren wir zunächst 7 und 
OCx, so heben sich die in beiden Indices vorkommenden Grössen c^ +1 , c^ +2 • • c^ , P -i auf, 

p-1 

c^ verbindet sich mit a x zu o^. Der reducirte Index ya,x enthält also Grössen c. 

Dasselbe gilt von yßx- Mithin sind auch yax und yßx grade, wenn p = 1 mod 4, ungrade, 
wenn p = 3 mod 4. 

Wir combiniren jetzt zwei verschiedene der Grössen CC\ , a 2 ■ ■ OC p , ß\ , ß 2 ■ ■ ßp ■ Zunächst 
ist offenbar ttxßx — C A ungrade, und Y a xßx grade. Setzen wir jetzt 



«A = «A Q.+1 Q,+2 ••C A + p^i, 
^jU — ö /i c /x+l c /x+2 - - c |ti + ti • 

Es soll X ^ jU sein; ä^ soll sowohl a^ als bx, äp sowohl a^ als b^ bedeuten können. Es sei 

X = ß + v mod p. 

p-1 

Wir können annehmen, dass v eine Zahl der Reihe 1,2 ist (andernfalls vertauschen 

wir X und ß). Dann ist 

(X/J. — öjuCjU+l C^+2 ' ' c ^+e=i > 
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p-1 _ 

Da die Zahl ß + v in der Reihe /i + 1 • • \i -\ vorkommt, so können wir a^ zerlegen 



a ß — [ GßCß + l ' 'C jU + v _ 1 J I C^ + yC^u + v+l • ' C ß + P 



a^+v in: 



Wir erhalten also, da sich ä^+y mit c^ +v zu Z^+y ergänzt: 

(X[i &H+V — a \i öp+v C/i+1 ■ ■ Cjx+y-i C^ + p+i • • c^ +v+ p-i . 

Dieser Index ist in seiner reducirten Form, und enthält 2v — 1 Grössen c. Es ist also 
OCß etp+v ungrade. Bildet man endlich yä^ a^+y, so heben sich diese 2v — 1 Grössen c 
fort, und c^, c^ +v ergänzen sich mit ä^Z^+y zu bßäß+ v . Der reducirte Ausdruck von 
yäß äß +v enthält also p — (2v — 1) — 2 Grössen c; mithin ist yä^ ä^+y ein grader Index. 
Bezeichnen wir jetzt die Indices oti, CL2 ■ ■ a p , ßi, ß2 • • ß p in irgend einer Reihenfolge 
durch m\ , m^ ■ ■ ni2p, und y durch m, so ist, wie wir bewiesen haben: 

m ungrade, m^mx ungrade. mm x mx grade 

(x< A). 

m x und mm x grade für p = 1 mod 4, 
ungrade für p = 3 mod 4. 

mi , m.2 ■ ■ ni2p ist, wie aus (24) hervorgeht, ein vollständiges System primitiver Indices, und 

m — m\m2 ■ -ni2p. 
Wir bezeichnen nun in dem ersten Fall p = 1 mod 4 

m, mi,ni2- -m2p 

in irgend einer Reihenfolge durch die Zahlen: 

l,2,3-2p + l 

und setzen ausserdem m — e. Dann ist 

e ungrade, 

ex grade (x — 1,2- -2p + 1), 

exA grade (x,A = 1, 2- -2p + 1; x^ A). 
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In dem zweiten Falle p = 3 mod 4 bezeichnen wir ebenfalls die Indices 

m, mi,ni2- ■ni2p 



durch die Zahlen 



setzen aber e — 0. Dann ist 



l,2,3-2p + L 



e grade, 

ex ungrade {x— 1, 2- -2p + 1), 

exA ungrade (x,A = 1, 2- -2p + 1; x «g A). 

Nehmen wir jetzt an, dass p eine grade Zahl ist; dann setzen wir p = p' + 1 und bilden 
aus ai,ü2- -dp', b\, b% ■ -bp' die Grössen m, m\, ni2 ■ ■ m2p>. Wir haben jetzt wieder die Fälle 
zu unterscheiden: p = 2 mod 4, und p = mod 4; oder p' = 1 mod 4 und p' = 3 mod 4. 

Im ersten Falle p = 2 mod 4 bezeichnen wir mit 

l,2,3-2p + l 

die Indices 

mi 1 ni2- ■ni2p'; ma p ,mbp,mcp, 

und setzen ausserdem 

cp = e. 

Dann ist e ungrade, ex ist ebenfalls ungrade für x — 1, 2 • • 2p + 1. Denn da m^ grade 
ist, und weder a p , noch Z?p, noch c p enthält, so ist c p m x ungrade; ferner, da m ungrade ist, 
und a p , bp, Cp nicht enthält, so ist auch c p map — mb p , c p mbp — map, c p mcp — m ungrade. 
Ferner ist exA stets grade. Denn da m x nix ungrade ist, so ist Cpin^m^ grade; da mm x grade 
ist, so sind auch Cpmapin x — bpinm x , Cpmbpin x — apinm x , und Cpincpm x — mm x grade. 
Endlich ist Cptnapmbp — 0, Cpinapincp — bp, Cpmbptncp — a p ; also auch diese Indices sind 
grade. Demnach ist für diesen Fall: 

e ungrade, 

ex ungrade (x — 1, 2- -2p + 1), 

exA grade (x,A = 1, 2- -2p + 1; x^ A). 

Es bleibt noch der Fall übrig: p = oder p' = 3 mod 4. In diesem setzen wir e = 0, und 
bezeichnen mit 1 , 2 • • 2p + 1 die Indices: 

c p m, c p m\, c p m2- ■ c p m2 P >; a p ,b p . 
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Diese sind sämmtlich grade, da m, m\ ■ -m2 P > ungrade sind. Die Combinationen je zweier 
verschiedenen sind aber ungrade. Denn erstens ist offenbar a p b p = c p ungrade. Wenn wir 
zweitens a p und b p mit den übrigen combiniren, so erhalten wir 

b p m, b p m\ etc.; a p m, a p m\ etc. 

Diese sind ungrade, da m,mi etc. ungerade sind. Combiniren wir drittens die Grössen 
c p m, c p m\ ■ ■ c p ni2 P > unter einander, so erhalten wir: 

mmi, mm2-, etc. m\m2, m\mj,, 11121113 ■ ■ 

Dass diese ungrade sind, haben wir schon bei Erörterung des Falles p = 3 mod 4 gesehen. 
Wir erhalten also: 

e grade, 

ex grade (x— 1, 2- -2p + 1), 

exX ungrade (x, X — l,2--2p + l;x^A). 

Wir bezeichnen jetzt, wenn n ein beliebiger Index ist, mit [n] eine Grösse, welche = oder 
1 ist, je nachdem n ein grader oder ungrader Index ist. Diese Grösse wird dargestellt durch 
die Summe: 

W = t («) mod 2 - 

Es handelt sich jetzt darum, wenn a ein Index ist, der durch eine bestimmte Anzahl k von 
einander verschiedener Indices der Reihe 1,2- • 2p + 1 ausgedrückt ist, den Werth von [ea] 
zu finden. Hierzu ist ein Hülfssatz nöthig. 

Es seien l,m,n drei beliebige Indices; dann ist 



oder, da 





[Imn 


p 


„Imnslmn 


mod 2, 




a=\ 


„Imn 


= e l a + e^ + e n a mo&2, 


slmn 
°a 


= 4 + <5£ + <5£mod2, 


Imn] 


p 


(ei + e S + e")(äi + äJ + 5S)" 



a—l 



Diese Summe kann in folgender Weise geschrieben werden: 



E ( 



a=l 
P 

E 



<)(s, 



£ l ö l 



ptn^m 
t -a v a 



S"a) 



e"ö n 



a 
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Mithin ist 

[Imn] = [mn] + [nl] + [Im] + [/] + [m] + [n] mod 2. 

Es sei nun a ein Index, der durch eine Combination von k verschiedenen Indices der 
Reihe 1, 2 • • 2p + 1 entsteht. Zwei dieser in a vorkommenden Indices seien x, A; dann ist 
a — >cXa' , wo a! zwei Indices weniger enthält. Es ist nun, wenn man in der letzten Formel 
/ = ea', m — x, n = A setzt: 

[ea'xA] = [ea'x] + [ea'A] + [xA] + [ea'] + [x] + [A] . 

Gleichzeitig ist aber 

[exA] = [ex] + [eA] + [xA] + [e] + [x] + [A] . 

Mithin 

[ea xA] = [ea'x] + [ea'X] + [ea'] + [exA] + [ex] + [eA] + [e] . 

Nun ist in allen vier Fällen exA grade, wenn e ungrade ist, und umgekehrt; ferner ex, eA 
gleichzeitig grade oder ungrade; daher ist 

[exA] + [ex] + [eA] + [e] = 1 mod 2; 

mithin 

[ea'xX] = [ea'x] + [ea'A] + [ea'] + 1. 

Wenn wir nun bewiesen haben, dass für alle Combinationen a' von der Ordnung k — 2, [ea'] 
denselben Werth hat, und dass dasselbe gilt für alle Combinationen a'x, a'A etc. von der 
Ordnung k — 1, so geht aus dieser Formel hervor, dass auch für alle Combinationen a von 
der Ordnung k [ea] denselben Werth hat; und zwar ist dieser Werth entgegengesetzt dem 
von [ea']. Es hat also, wenn x, A, ß, v etc. irgend welche verschiedene Indices der Reihe 

l,2,-2p + l 

sind, [exAjll] den entgegengesetzten Werth von [ex] , [exX\lv] den entgegengesetzten 
Werth von [exA] und denselben wie [e], u. s. f. Mit Hülfe dieses Resultats ergiebt nun 
die Betrachtung der vier verschiedenen Fälle, dass ea ein grader Index ist, wenn a durch 
eine Combination von p oder p + 1 verschiedenen primitiven Indices entsteht. Daraus 
geht sofort hervor, dass ea ein grader Index ist, wenn die Anzahl k der Glieder, aus de- 
nen a besteht, = p oder = p + 1 mod 4 ist, dagegen ein ungrader, wenn k = p — 1 oder 
= p + 2 mod 4 ist. Somit ist folgender Satz bewiesen: 
IL Es ist möglich, ein System primitiver Indices 

l,2,3-2p + l 
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und einen ausgezeichneten e so zu wählen, dass ea ein grader Index ist, wenn die Anzahl 
der primitiven Indices, aus denen a zusammengesetzt ist, = p oder = p + 1 mod 4 ist, 
dagegen ein ungrader, wenn diese Anzahl = p + 2 oder = p — 1 mod 4 ist. 

Durch die Combination aller primitiven Indices geht, wie alle vier Fälle zeigen, der In- 
dex hervor. Demnach kann jeder Index auf zweifache Weise in der Form ea dargestellt 
werden: m — ea, und m — ea'. In a und a' zusammen sind dann alle 2p + 1 Indices enthal- 
ten; daher enthält die eine Combination stets weniger als p + 1, die andere stets mehr als p 
Glieder, die eine Combination eine grade Anzahl, die andere eine ungrade. 

§5. 
Wir wählen für p — 3 ein System primitiver Indices 

1,2,3. .7 

in der Art, wie im vorigen § angegeben wurde, indem wir e — annehmen (diese Indices 
bezeichnen wir zum Unterschiede von den allgemeinen durch griechische Buchstaben). Es 
lassen sich dann alle 64 Indices durch die 64 Combinationen 0, x, xA, xA/1 darstellen, 
und zwar sind durch die 28 Combinationen x und xA die ungraden, durch die 36 Com- 
binationen und xAjU die graden dargestellt. Indessen kann auch jeder Index durch eine 
höhere Combination ausgedrückt werden; es ist nämlich, wenn 

x,A,ju,a,jß,y, 8 

die Indices 1 , 2 • • 7 in irgend einer Reihenfolge bedeuten: 

— xA/ia/3y<5, x — A/ia/3y<5, xA = ßaßyd, xA/i = aßyö. 

Es seien jetzt u, u', u" drei unabhängige Veränderliche, v, v' , v" und w, w', w" zwei 
constante Werthsysteme derselben, und k, l, m drei beliebige Indices. Alsdann erhalten wir, 
wenn wir in dem Ausdruck 

0( , /,///,// 1 rka 1 „ka\ r\( I in ff 1 sla 1 „la\ 

{u + v,u+v,u+v;^ö,^e ) ®[u — v, u — v , u — v ; ^o ,^e ) 

a — 0, 1, 2 • -7 setzen, 8 Theta- Functionen zweiten Grades mit der Charakteristik (\ö kl , 
^e kl ). Eine ebensolche Function ist 

®(u + w,u' + w',u" + w";\ö km ,\e km ^ ®(u-w,u'-w',u"-w";\ö lm ,\e lm y 

Zwischen diesen 2 P + 1 Ausdrücken muss, dem Satz (I.) zufolge, eine lineare homogene 
Gleichung bestehen: 



f@(u + w--\5 km ,\e km ) ®(u-w--\ö lm ,\e lm )) 


7 

E 

a=0 


fa ®(u + v--\ö ka ,\e ka ) ®{u-v--\d la ,\e la ) 
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deren Coefficienten /, /q, f\- • fi von u, u', u" unabhängig sind. Um diese zu bestimmen, 
verfahren wir so: 

Es sei ß irgend einer der Indices 0, 1, 2 • -7. Wir vermehren dann die Variabein um 
dasjenige halbe Periodensystem, welches zu dem Index Iß gehört. Multipliciren wir dann 
noch die gefundene Gleichung mit dem Factor 

e -2n{u v -)iß^ 

so ergiebt sich, vermöge Formel (23): 

i lß;km+lß;lm f@(u + w--^ö klmß ^£ klmß )@(u-w--;±ö mß ^£ mß ) 

a=0 

Jetzt setzen wir u — v, u' — v' , u" — v"; dann verwandelt sich die rechte Seite dieser Glei- 
chung in: 

£ [^;to+//3;/« /a 0(2 v , 2v', 2v"; \8 klaß , ie w ^)0(O, 0, 0; ±5°^, ±£^)]. 

a=0 



Es ist aber aß ein ungrader Index, wenn nicht a — ß ist; daher: 

wenn a — ß . 



0(0,0,0; 15^1^) J°' wenn «^' 
V 2 2 \ 0(0, 0, 0; 0, 0) 



Wir erhalten daher, wenn wir die Constante 

0(0, 0,0; 0,0) mit c 
bezeichnen: 

=^co0(2v,2v', 2v"-\ö kl ,\e kl ). 
Hierdurch sind die Coefficienten bestimmt, und es ergiebt sich die Gleichung: 

(26) CQ®{2v---\ö k \\e kl )®{u + w---\d km ,\e km )®{u-w---\ö lm ,\e lm ) 

7 
= £ ^ka,la,ma] ( v + w . . • 1 tfdma ^ lgömoj 0( M - w . . ; IS ma , ±£ ma ) 

a=0 

x 0( M + v • • ; ±ö ta , k ta ) 0(w - v • ; \ö la , U la )} 
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wo 

[k, l, m] — l; km + 1; Im — l; k — l; l 

ist. Es ist nun zufolge (24): 

/; km = £ [-£ l S km + £ klm {S l + 8 km - ö klm )], 
Z;Zm = £[-e'5 ,m + e m (5 z + 5' m -5 m )], 
/;* = £ [-e l Ö k + £ kl (Ö l + Ö k -Ö k % 



Daraus ergiebt sich: 

(27) [k, l, m] = £[ e / (-5* m - ö /m + 5* + 5') + e Wm (5' + ö* m - 5 Wm ) 

+ £ m (ö l + 5 /m - ö m ) - £ kl (8 l + ö k - ö kl )] . 

In diesem Ausdruck ist jedes e mit einer graden Zahl multiplicirt. Da wir nun [k, l, m] 
nur modulo 4 zu betrachten haben, so können wir e , e Wm , e m , e w ersetzen durch andere 
Werthe, die ihnen modulo 2 congruent sind. 

Wir denken uns die drei Indices k, l,m dargestellt durch Combinationen von einander 
verschiedener primitiver Indices: 

(28) k — x\X2--, l = XiX 2 --, m — \i\\i2--, 

und zwar wählen wir, da dies auf zweifache Weise geschehen kann, stets diejenige Darstel- 
lung, die aus einer graden Anzahl von Gliedern besteht. Es sei nun n der Complex derjeni- 
gen primitiven Indices, die in allen drei Ausdrücken von k, l, m gleichzeitig enthalten sind. 
Alsdann können wir setzen: 

k — nk , l — nl , m — nm ; 

und es giebt jetzt keinen primitiven Index, der in k! , l' , m' gleichzeitig enthalten wäre. Es 
sei ferner p der Complex derjenigen Indices, die in /' und m! gleichzeitig enthalten sind; q 
derer, die in m' und k! , r derjenigen, die in k! und /' gleichzeitig vorkommen. Dadurch dass 
wir diese absondern, zerfällt jeder der drei Ausdrücke (28) in vier Theile 

(29) k — nqrs, l — nrpt, m — npqu. 

n, p, q, r, s, t, u sind dann sieben verschiedene Complexe, und so beschaffen, dass ein 
primitiver Index, der in einem derselben vorkommt, in keinem der übrigen enthalten ist. 
Wenn wir jetzt die Indices k, l, m zusammensetzen, so erhalten wir: 

(30) Im — qrtu, mk — rpus, kl — pqst, klm — nstu. 
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Diese Indices sind hierdurch gleichfalls dargestellt als Combinationen von einander ver- 
schiedener primitiver Indices, und zwar müssen diese Darstellungen, da immer eine grade 
Anzahl von Gliedern fortgefallen ist, wiederum jede aus einer graden Anzahl von Gliedern 
bestehen. Wir führen jetzt folgende Definition ein: 

Es sei k ein beliebiger Index. Diesen stellen wir dar durch eine grade Anzahl von einan- 
der verschiedener primitiver Indices (was nur auf eine Weise möglich ist), und bezeichnen 
durch o k die Summe: 

o k = e Xl + e* 2 + etc., 

ausgedehnt über alle Indices x\, >ci, etc., die in dem Ausdruck von k enthalten sind. Da nun 
offenbar a k = £ k mod 2, so können wir in dem Ausdruck (27) die Grössen e durch diese 
<7 ersetzen. Indem wir dann diejenigen Glieder zusammenfassen, die mit derselben Grösse 
ö multiplicirt sind, erhalten wir: 



in 



(31) [k,l,m] = J^[-Ö k (a kl - G l ) - 8 l {o kl -o l - o klm - o m ) - 8 m o 

+ 8 lm ( a m - a l ) + ö km (a klm - a l ) + ö kl a kl - ö klm a klm ] mod 4. 

Da nun die in / enthaltenen primitiven Indices in vier Gruppen n, r, p, t zerfallen, so zerfällt 
die über diese Indices ausgedehnte Summe in vier Partialsummen, die diesen Gruppen 
entsprechen: N, R, P, T. Es ist also 







G kl = P+Q + S+T, 






O l =N + R + P+T. 


Folglich 




a kl -o l = Q + S-N-R. 


Da aber 




Q + S + N + R = o k 


ist, so folgt: 




a kl -a l = a k -2(N + R). 


Nun ist aber 




N + R = e n + £ r = e nr mod 2; 


mithin ergiebt sich: 




a kl _ l = k + 2£ nr mod 4 


Auf dieselbe Weise finden 


wir: 




a kl 


_ l_ a klm _ a m = oP + 2e rptu mQd 4 

O m -o l = o lm + 2£ rt mod4, 

o klm -o' = o km + 2£ rp mod4. 
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Setzen wir diese vier Ausdrücke in die Gleichung (31) ein, so zerfällt der Ausdruck auf der 
rechten Seite in zwei Theile: 



(32) 

von denen der erste 

[(M,m)] = £ 
ist, während 



[k,l,m] = [(&,/, m)] +2(k,l,m) mod 4, 



sk—k x'j-r' X m rt m _i_ S^w —Im _|_ smk—mk , skl —kl sklm—klm 



(k,l,m) = £ 



£ nr 8 k + £ rptu 8 l + £ rt glm + £ rp $ 



km 



In dem ersten Ausdruck führen wir die Bezeichnung ein: 



(33) 

Dann ist 
(34) 



ö k a k 



(*)■ 



[(*,/, w)] = -(*)- (/) - (m) + (7m) + (m&) + (ZJfc) - (JfcZm). 



Den zweiten Ausdruck brauchen wir nur modulo 2 zu betrachten. Wir können deshalb 
8 ersetzen durch 8 + 8 m , 8 lm durch 8 + 8 m . So erhalten wir: 



(fc,/,m) = £ \{e nr + e rp )8 k +(e rptu + e rt )8 l + (e rt + e rp )8 f 



mod 2. 



Nun ist 



Folglich: 



£ nr + g rp _ £ np £ rptu + £ rt _ £ pu £ rt + £ rp = £ p* mod 2 _ 



Wir setzen jetzt 



(k, /, m) = £ [e np ö* + e^S* + £ pr ö* 



n/> = AT, m? — L, nr = M. 



mod 2. 



Dann bedeutet K den grössten gemeinsamen Theiler der Ausdrücke von / und m, L von m 
und k, M von £ und /. Es ist dann 



pu — Lm, pt — IM; 



mithin 



(*, /, m) = £[e*5* + e Lm 8' + e Ml ö m ] mod 2. 

Wir führen auch hier eine abkürzende Bezeichnung ein, die in der Folge beibehalten 
werden wird. Es seien a, b zwei beliebige Indices; dann setzen wir: 

(35) £[£ fl ö ft ] = a | b mod 2. 
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Dieses Zeichen ist also nur modulo 2 definirt. Danach ist: 

(36) (k, l, m) =K | k + Lm \ l + Ml \ m mod 2. 

Wir haben somit gefunden: 

:—{ka):—(la):—(ma):—{klma) 

/o-y\ j[ka,la,ma] __ * * * * /_i\(te,l«,mß) 

1 ; "~ j-(H)j-(fon)j-(/m) ^ ' 

Diesen Ausdruck führen wir in die Gleichung (26) ein, setzen aber vorher folgende Defini- 
tion fest: Es sei a ein beliebiger Index; dann bezeichnen wir mit &(u, u' ,u") a die Function 

(38) r (a) ®(u, u', u", \ö a , \e a ) = 0( M , a 7 , «")«. 
Alsdann nimmt diese Gleichung folgende Form an: 

(39) c 0(2v • • )u &(u + w ■ ■ ) km ®{u - w ■ ■ )/ w 

= £[(-l)(^a^) 0(v + w .. )ttM0(v _ w .. )Mo0(l< + v .. )jka0(l| _ v .. )/o ] i 

Dies ist das Additionstheorem der Theta-Functionen in einer sehr allgemeinen Fassung. 
Um das Vorzeichen ( — 1) ( ka > la > ma ) für irgend eine besondere Wahl der Indices k, l, m zu be- 
stimmen, hat man folgendermassen zu verfahren: Es sind ka, la, ma auszudrücken durch 
die primitiven Indices, und zwar ist jedesmal diejenige der beiden Darstellungen zu wäh- 
len, die eine grade Anzahl von Gliedern enthält. Alsdann sind von diesen Darstellungen die 
grössten gemeinsamen Theiler K von la, ma, L von ma, ka, M von ka, la abzusondern; 
dann ist 

(Af\\ ( _-i\(ka,la,ma) _ /_i \K\ka+Lma\la+Mla\ma 

Aus der Definition des Zeichens a \ b (Gl. (35)) geht hervor: 



Da 



e bc mod 2, 



so ist 

(41) bc | a = b | a + c \ a. 

Ferner, da 

S b + ö c = ö bc mod 2, 

so ist 

(42) a I bc = a I b + a I c. 
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Endlich ist a \ a = oder 1, je nachdem a ein grader oder ungrader Index ist. Aus den 
Eigenschaften (41) und (42) folgt: 

ab | ab = ab | a + ab | b, 
ab \a = a\a+ b\a, 
ab \b = a \ b + b\b. 

Mithin: 

ab\ab + a\a + b\b = a\b + b\a. 

Daraus ergiebt sich, dass 

a | b = b | a 

ist, wenn von den drei Indices a,b,ab alle oder nur einer grade ist; dagegen 

a\b=l + b\a, 

wenn unter den Indices a,b,ab nur zwei oder gar kein grader vorhanden ist. Ferner lehren 
diese Congruenzen, dass sich schliesslich (_i)( ta > /O! > mO j n e j n Product der Zeichen 



(-1) 



k\X 



auflösen lassen muss, wo x und X Indices der Reihe 1, 2 • • 2p + 1 sind. Diese genügen, da 
x, X, und xX ungrade Indices sind, den Bedingungen: 

(43) (-l)*l* = -l, 

(44) (_i)*|A = _(_i)A|* (x^A). 

Wegen dieser Eigenschaft dienen diese Vorzeichen im Wesentlichen dazu, alternirende 
Functionen mehrerer Indices in symmetrische zu verwandeln. 

§6. 

Es sei a irgend ein grader Index; dann bezeichnen wir mit c a den Werth, den die Func- 
tion 0(w, u', u") a annimmt, wenn die drei Variabein gleich Null gesetzt werden. Es giebt 
also 36 Constanten c a ; die eine (schon früher definirte) cq und die 35 c x x^. Wir setzen 

(45) ~ = e xXll . 

Es sei jetzt a ein ungrader Index; dann fängt die Entwickelung der Function 0(w, u', 
u") a nach aufsteigenden Dimensionen der Variabein an mit einer linearen Function: 

(46) u a —A a u + B a u' + C a u". 
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Es giebt 28 ungrade Indices, die 7 primitiven x, und die 21 zusammengesetzten xX\ da- 
her haben wir auch 28 solche lineare Functionen w x und u^x- Es sm d jetzt die Relationen 
aufzustellen, welche zwischen diesen Constanten e K xu'> A x , B x , C K \ A x x, B x x, C x x be- 
stehen; hierbei wird sich eine Darstellung dieser Grössen durch eine Anzahl von einander 
unabhängiger Parameter ergeben. 

Wir setzen in der Gleichung (39) die sechs Constanten v, v' , v" , w, w', w" — 0; bezeich- 
nen wir dann die Function @(m, u', u") m kurz durch @ m , so erhalten wir: 

7 

(47) c c kl e km ® lm = £ l(-i) ikaMma) c klma c ma ® k(X e la ]. 

Setzen wir hier noch «, u' , u" — 0, so erhalten wir die Gleichung zwischen den Parametern: 

7 

(48) c c k ic km ci m = J^[(-lp ka,la ' ma 'c ka ci a c m aC k i m a]- 

Wir setzen jetzt in der ersten dieser Gleichungen: 

k — Xß, 1 — 0, m — xß, 

wo x, X, ß drei verschiedene primitive Indices bedeuten. Alsdann ist kl ein ungrader Index; 
die linke Seite der Gleichung (47) verschwindet demnach, und wir erhalten: 

a=0 

Ausserdem verschwinden diejenigen Terme der Summe, welche sich auf die Indices 0, x, 
A, ß beziehen. Die Summe ist also auszudehnen über die 4 Indices der Reihe 1, 2 • -7, 
welche von x, A, ß verschieden. Diese seien: a, ß,y, d. Um nun K, L, M zu bestimmen, 
haben wir Xßa zu ersetzen durch xßyd, a durch xXßßyd, xßa durch Xßyd. Der ge- 
meinsame Theiler von xXßßyd und Xßyd ist Xßyd, der gemeinsame Theiler von Xßyd 
und xßyd ist ßyd, von xßyd und xXßßyd, xßyd. Wir bekommen also: 

K — Xßyd — xßa, L = ßyd = xXßa, M — xßyd — Xßa. 

Daher ist 

(Xßa, a, xßa) =K | Xßa + Lxßa \ a+Ma \ xßa 
= xßa | Xßa + X | a + Xß \ xßa. 

Nun ist 

Xß | xßa = 1 + xßa | Xß, 
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da von den drei Indices xfia, A/l, xAa einer ungrade ist; ferner: 

xfia | Äß + xßa | Äßa = x/ia | a, 



und 



Daher ist 



Wir erhalten also: 
(49) 



xßa | a + A | a = xXßa \ a. 
(Xßa, a, >c\id) = 1 + xXßa | a. 



a,ß,r,S 



= 0. 



Wenn wir das Product 0^^ a a nach aufsteigenden Dimensionen der Variabein entwic- 
keln, so ist das Anfangsglied: cx^ a u a ', daher muss zwischen den vier linearen Functionen 
u a , Uß, Uy, u§ die Gleichung bestehen: 



I (-i 



a,ß,y,8 



ixAjUa|a 



c xXa c xna c Xna u a 



= 0. 



xA/x 



Diese Gleichung multipliciren wir mit — j-; dann ergiebt sich: 



£ (-1)^ lia e xXa e x\iaeX\ia e xX\i u (. 
a.ß,y,S 



= 0. 



Nun ist e xXa e x\ia£\iia e xX[i em m Bezug auf die Indices x, X, ß, OL symmetrischer Aus- 
druck, den wir deshalb durch Eßy§ bezeichnen können. Ferner ist xXfia — ßyö, xXflß — 
yöa u. s. f.; es ist also 

(-l) ß ^ a E ßy5 u a + (-iy 5 ^E y5a u ß 
+ (-l) 5aßly E S aßU 7 +(-l) aßyl8 EaßyUö=0. 

Diese Gleichung gilt für willkürliche Werthe von u, u' ', u" . Wir bestimmen diese so, dass 
Uy und u§ verschwindet; dann ist: 



Ua'-Uß — 



Aa Ba 


Ca 




/ly Dy 


Cy 




A 5 B 5 


Q 





Aß Bß 


C ß 


/ly Dy 


C-y 


A 5 B 5 


Q> 
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Nun ist 

f-\\ßrS\a _ f_i\ß\ccf_iy8\a _ f_i\ß\a/_^\a\yS 
f_iySa\ß _ f_i\a\ß f_iyS\ß = _r_i\ß\ar_i\ß\YS_ 

Folglich erhalten wir: 



^ay8 ■ ^ßy8 



(-1) 



a\y8 



Aa ßa 


Ca 


/ly Dy 


C-y 


A s B s 


c$ 



: (-l)ß\r s 



/ly 

A 5 



B ß c ß 

±Jy Cy 

B s Co 



Wir setzen nun: 



(50) 



f_l\a\yS+y\5 



A-a B a C« 



Ly 



^5 B S Cß 



H ayö- 



Dieser Ausdruck ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices (X, y, <5; denn das der Deter- 
minante vorangesetzte Zeichen verwandelt seinen Werth in den entgegengesetzten, wenn 
zwei der Indices ex, y, ö mit einander vertauscht werden. Es ergiebt sich dann: 



i ay5 
ay8 



-ßyS 



Hieraus ist klar, dass dieser Quotient eine von jeder Vertauschung der Indices unabhängige 
Grösse r ist. Mithin erhalten wir: 



(51) 



e aßy e ßyS e y8a e 8aß ~ r * ' k\\i- 



Hiermit ist ein System von 35 Gleichungen gegeben, aus welchem sich die Grössen e 
bestimmen lassen. Zu diesem Zweck führen wir eine Reihe von Bezeichnungen ein: 



(52) 



n(i^Aa) - F xXi n(iv aj3 ) = F x , n(F a ß r ) — F. 



Das erste Product soll erstreckt sein über alle 5 dreigliedrigen Indices, welche x und X 
enthalten, das zweite über alle 15, welche x enthalten, das letzte über alle 35 überhaupt. In 
derselben Weise definiren wir: 



(53) 



n(e x Aa) = e„i, U(e 



Xßjß, 



= e, 



n (Caj3y) = e. 



Setzt man in die Formeln (52) die Werthe der Grössen F K xa nach (51) ein, so ergiebt 



sich: 
(54) 



2 2 

-.5 77 _ H% 

' r >cX 9 9 ' 



r l5 F« = 



r 35 F 
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Ferner ist, wie man leicht erkennt: 
(~>~>) — e aßy e ßY8 e y8a e 8aß- 

Folglich 



(56) e x?iß 



Durch die Formeln (54) ist e, e x , e x %, durch (56) alsdann e^Xn bestimmt. 

§7. 
Um weitere Relationen unter den Moduln zu erhalten, setzen wir in der Gleichung (48): 

k~xX, / = /iV, m = xjip 1 

wo x, X, jtl, v, p fünf Zahlen der Reihe 1, 2. . 7 bedeuten. Unter dieser Voraussetzung geht 
dieselbe über in folgende: 



r- r- r- r- _ T [/ 1 "\ (>t\ <X.\l V<X,>t\Lp OL) „ „ „ „ 

c O c xXpv c pXp c p>cv — 2^ v L ) c xXa c pva^p>cpa c pX 



a=0 



v« 



Hier verschwinden alle Glieder, die sich auf a — 0, x, X, fl, V, p beziehen; es bleiben also 
nur die beiden Terme stehen, die sich auf die beiden übrigen primitiven Indices beziehen, 
welche wir mit a und ß bezeichnen wollen. Es ist dann 

(xXa, iiva, xßpa) = (/ivpß, xXpß, xfipa). 

Hier ergiebt sich: 

K = xp, L =/ip, M = j3p, 

L/?i = xa, Ml — ßp/iva — xX. 

Daher ist 

(xXa, ßva, xßpa) — xp | xAa + xa | ßva + xX \ xßpa. 
Für xp | xXa können wir setzen: 

1 + xX a | xp , 

für xX | xfipa: 

xX | ßjU + xX | xp , 



Abriss einer Theorie der Abel 'sehen Functionen dreier Variabein. 3 1 

daher für xp | xAa + xA | Kßpa: 

1 + xA | aß + a | xp . 



Ferner ist 
folglich ist 
Nun ist 



xa | ßva = xa | aß + xa | v; 
(xAa, juva, xßpa) = 1 + aA \ aß + xa | v + a | xp. 

1 + aA | a^ = aA | AjU = A \Xß + a\Xß, 
xa | v = x | v + a | v. 

Folglich 

1 + aA | a/i + xa | v + a | xp = A | AjU + x | v + a | xAjUvp. 

Es ist aber 

xAjUvp = aß; 

daher: 

(xAa, ßva, Kßpa) = X\Xß + x\v + a\aß 
= a | ß + x | v + A | jU. 

Das andere Zeichen (xA/3, jUV/3, Kßpß) ergiebt sich aus diesem durch Vertauschung von 
a und ß. Da nun (-l) a \ß = -(-l)ß\ a ist, so folgt: 

c Q c paß c pxvC p Xn = (-\) a \P +x \ v+ ^(c ax xCanvCßxiiCß?,v- c ßxX c ßnv c ax!iCaXv)i 
daher: 

(57) e pa ß e pxve p Xn = (-l) a|/j+x|v+ lM (e ax A^aMV e j3xM^j3Av ~ e /3xA e i3/iv e axM c aAv)- 
Es ist nun 

r ^a^A = e pß\i e pßv e p\iv^ß Vi v, 
rFaiiv — ^pß^pßX e pxX^ßxX, 
rFßxpL — e paA e pavßpAv e aAv 5 
r FßXv — e payi^pa\x^pyi\x^a>c[i- 
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In diesen vier Ausdrücken kommen alle Grössen vor, die in dem Product e p enthalten sind, 
mit Ausnahme von e pa g, e pxV , e p xa. Demnach ist 



r F a>cX F a\iv F ß>c\i F ßXv - e p 



r F ßxX F ßn\ F axii F aX\ ~ e (- 



e ßxX e ßHv e axfie a x v 

e paß e pxv e p Xn 
e axX e aiiveß >cii eßx v 



e paß e pxv e p X^i 
Vermöge dieser beiden Formeln geht die Gleichung (57) über in folgende: 



(58) 



( F axX F an 



v F ßxn F ßXv 



F ßxX F ß, V F a*u F aX V )(-l) alß+ " lV+M ^ 



Setzen wir hier für F aK x, F atlv etc. die in der Gleichung (50) angegebenen Werthe dieser 
Grössen, so verwandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seite in eine ganze rationale 
Function der Werthsysteme A a , B a ,C a ; Aß, Bß,Cß--A v , B V ,C V . Fassen wir denselben auf 
als Function eines dieser Werthsysteme, so stellt er eine ganze homogene Function zweiten 
Grades dar, welche verschwindet, wenn A a , B a , C a gleich einem der 5 anderen Systeme: 
Aß , Bß , Cß ■ ■ A v , B v , C v gesetzt wird. Der Ausdruck muss daher dargestellt werden können 
in der Form: 



(59) 



A 2 


B 2 


"■a 


"a 


A 2 
A ß 


B i 


Ai 


Si 


4 


Bi 


A 2 


K 


A 2 


Bi 



c 2 


Ba^a 


LaAa 


AaBa 


c 2 


B ßCß 


CßAß 


AßBß 


a 


B^Cx 


^xA-x 


A^Bx 


c( 


B xCx 


CxAx 


AxBx 


c 2 


B^C^ 


^liAn 


A^B^ 


C 2 


B v Cy 


Gy-^V 


A V B V 



wo e einen Factor bedeutet, der offenbar nicht nur von A a ,B a ,C a sondern auch von 
Aß, Bß,Cß ■ A v , B v , C v unabhängig ist. Die Vergleichung des Diagonalgliedes in dieser 
Determinante mit dem entsprechenden Gliede in dem ursprünglichen Ausdruck zeigt, dass 



(60) 



„ _ /i \a\ß>cXßV+ß\x;XiJ.v+x;\XiJ.v+X\fXV+ii\v 



ist. Dieses Vorzeichen verwandelt seinen Werth in den entgegengesetzten, wenn irgend 
zwei der Indices a, ß, x, X, ß, v mit einander vertauscht werden. Daraus folgt, dass der 
Ausdruck (59) eine symmetrische Function dieser 6 Indices ist, die wir demnach durch G p 
bezeichnen können, wo p den einzigen noch übrig bleibenden primitiven Index bedeutet. 
Wir erhalten also: 



(61) 



(_l)a|P+^|v+ \^{F aH x F ajxv F ßxu. F ßXv~ F ßxX F ßuv F axn F a Xv) G 



a^iv^ßx^ r ßXv- r ßxX r ßnv r a^^aXvj 
= G C 



' P . 
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§8. 

Wir sind jetzt im Stande, die Constanten A x , ß x , C x , und die Moduln e K xp durch eine 

B x C x 
Anzahl unabhängiger Grössen auszudrücken. Wir wählen hierfür die Verhältnisse — , — -. 



Es werde gesetzt: 



/l-v- l-wd-wi L*VC ^"j^i {-* K t^Ci 



(62) 
sodass 

"x — / X V X 

ist. Von diesen Grössen a^.b^, c x kann stets eine willkürlich gewählt werden. Aber von 
den übrigen 14 Grössen können ausserdem noch 8 willkürlich angenommen werden, da 
nichts wesentliches geändert wird, wenn wir die Variabein u, u', u" einer linearen Trans- 
formation unterwerfen. Haben wir also die Moduln dargestellt durch die 21 Constanten 
a x , b x , c x , so werden wir die Anzahl dieser Parameter, sobald wir wollen, auf 6 reduciren 
können. Indess gestalten sich die Resultate übersichtlicher ohne solche besondere Annah- 
men. 

Wir denken uns in allen gefundenen Gleichungen die Werthe l x a K , l^b^, l x c x für 
A x , ß x , C K eingesetzt. Die Functionen, welche wir erhalten, wenn wir in den Ausdrücken 
von F^hfi, F x x, F x , F und G p sämmtliche Grössen A x , B x , C x ersetzen durch a x , b x , c x , 
bezeichnen wir durch f x ip, f^x, fx, f und g p . Ferner führen wir zur Abkürzung die beiden 
Bezeichnungen ein: 



(63) hh---h = l und g\g2---gi = 

Es ist dann: 

(64) 
(65) 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(66) F„ x =ll 4 J 4 x f xX , F H = l 5 l™f„, F = l l5 f. 



F> 


:Xß — 


Ixhlßf* 


:kfl 




G P 


l 2 

l P 
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Dadurch gehen die Gleichungen (54), (56) und (61) über in folgende: 

(67) rWjif xl = ^ r>W°f x =^, Wf = e\ 

,,„. ee xk e xll e Xll 

(68) e xXl x = 



re^eie^lJxlnf^Xß 



-e p l 2 



(69) -f = ägp- 



In der letzten Gleichung setzen wir p = 1, 2 • • 7 und bilden das Product; dann ergiebt sich, 
da offenbar e\e2 ■ ■ ej — e 3 ist: 

(70) - e 3 = r 2g l 12 g. 

Wir haben nun mit Hülfe dieser Gleichungen die Grössen e^e^^e^x^xX/iJJx auszu- 
drücken durch die Constanten r,f x X[x un d g*. Aus der letzten Formel in dem Gleichungs- 
system (67) und aus (70) folgt zunächst: 



(71) 




r 

e = 5' 


(72) 
Ferne 


r aus (67) und (69): 


g 4 


(73) 




e 2 - f —f s 5 

g* 


(74) 
Endlic 


;h, ebenfalls aus (67): 


,4 rl g 
J x&x 


(75) 




2 f 2 2 r 



Jetzt können wir den Modul e x xy. selbst darstellen. Nach (68) ist: 



2 2 2 2 
2 e e xX e >cii e Xii 

e ^V ~ r 2 e 2 e 2 2j2j2i2f2 ' 
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Nun ist 



f 



,10 



nach (71), 



Daraus folgt: 



e \x e ^[x e \» = -egUxSpfxxfxnhß nach (75), 
^e^exe^fjlll = -r 4 / 6 g x g A g M %gxgxgv 

ö 

(nach (69) und (72)). 

/ 5 g\g\g\fxXf*\xfX\x 



* Xv - e 8 e e,e,,f 2 

& e * e xe\iJ yi x\i 

Erhebt man diese Gleichung noch einmal zum Quadrat, so folgt, da nach (73) 

f 
e\A e )i = "15 fvfxfßgxgxSn 



ist: 

Nach (55) ist 

Ausserdem: 
daher: 



4 _ / gxgXgßf^lfx^flß 

g fxfxfßfxXy. 



J J xXJ x\ljX\l 

JXjXJ\Lj>tX\l 



taßytßyötySaJSaß ■ 



e xX\i 



g = gxgXg\igagßgyg8\ 

JmX /x/i JX/ifaß yJß yS JyS aJSaß 



gagßgygdflx^ 
oder, wenn wir die Producte / x ^, / XjU , fxp auflösen: 

4 _ JxXaJxXßJxXyJxX8JxßccJxßßJxßyJxß8JXßaJXßßJXp.yJXp.SJaßyJßySJy8aJ8aß 



^kX\i ~ 
Diese Formel können wir so darstellen 

(76) 



gagßgygS 



e„i ,, = 



n(/„ 



xAm n( ga y 

Das Product im Zähler ist zu erstrecken über alle diejenigen graden Indices m, für wel- 
che mxÄß ein ungrader Index ist; das Product H(g a ) dagegen über alle von x, X, ß ver- 
schiedenen primitiven Indices. 
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§9. 

Es bleibt noch übrig, die Anfangsglieder 

u xX = A x\ u + B xX u + C xX u 

der 21 Functionen ® K x zu bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir in der Gleichung (47): 

fc=xA, m — xßv, 1 = 0, 

wo x, A, /i, V vier verschiedene primitive Indices bedeuten sollen. Es ist dann, da C/y = 
ist, 

I[(-l) (xAa ' a ' XMVOt) CxMV«^ va xAa 0a]. 

Hier fallen fort die Glieder: x, A, ß, v, es bleiben übrig die vier: 0, a, ß, y. Es ist nun 
zunächst 

(xA, 0, x^v) — (xA, 0, aßyX). 

Hier ist offenbar K = 0, L = X,M = 0, daher 

(xA, 0, x^v) = mod 2. 
Ist dagegen a von 0, x, A, jU, V verschieden, so erhalten wir 

(xAa, a, xßva) = (ßvßy, xXßvßy, xßva). 
Hier ergiebt sich: 

Lm = xa, Ml — ßvßya — xA. 



Es ist daher: 



Es ist aber 



(xAa, a, xßva) — x/iv | xAa + xa | a + xA | xßva. 



x^v | xAa = x^v | xA + x^v | a, 
xA | xßva = xA | x^v + xA | a, 
x^v | xA + xA | XjUV = 1 mod 2, 

weil von den drei Indices XjUV, xA, Xjiv nur einer ungrade ist. Mithin: 

(xAcn, cn, x^va) = 1 + xA | a + x^v | a + xa | a, 
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dies ist 

= l + ßy\ a. 
Demnach ergiebt sich folgende Gleichung: 

+ (-l) ralß CyaxC yaX ® xXß ® ß + (-l) a ßK a ß x C aßX ® xXr ® Y . 

Wir verfahren mit dieser Gleichung ebenso, wie früher mit (49). Das Anfangsglied der 
ungraden Function 00^ ist cou xX , das Anfangsglied von ® xXa ®a ist c >cXa u a oder 
c>t\JaVa- Demnach ist 

/ ^^ßy\ a e axk e ß'Yx e ßyllct 

e xßv^Xp.v 
(78) +i _ l)ralß e ß ^eya,e yaX l ß ^ 

e xjiv e Xpiv 
, / ^gß\y e J>tX e aßK e aßxh ^ 

Hierdurch ist u kX linear dargestellt durch v a , v ß , vy, wo a, ß, y drei beliebige von x, 
X verschiedene Indices bedeuten. Wir suchen jetzt den Coefficienten 

e ßY ^ßyX 

n — e axX l a , 

e/j.vx£pvX 

durch die unabhängigen Grössen a, b, c auszudrücken. Nach Formel (51) und (64) ist 

flaljilvfaiiv 



e ßyx e ßyX 
^^Vx^ßvX — 



e ßxX e y>cX 
rlal ß lyfaßy 



e lixX e vxX 

Daraus folgt: 

lal^ilv e axX e ixxX e vxX Jafiv 
ti = . 

Ißh e ßKX e ynX faßy 

Wenn wir nun aus der Gleichung (68) die Werthe von e axX ,e^ xX etc. einsetzen, so wird 

e axX e ßxX e vxX _ e e ß e ylßh e a* e ^ e v>c e aX e iiX e vX e xXfßxXfyxX 

e ßxX^yxX r ^aeiieve^e x lal i ilvlJx^ß^y^ßX e yXfaxXfpixXfvxX 
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Es ist aber: 

2 



Folglich: 



2 
e aX e \iX e vX e >cX e ßX e yX ~ e X- 



^a^[iH^v^aX e yLX e vX e >cX e^x 



eß*e yx e ßX e yX e ^X^ß^y^ 2 ßx e yX 



und daher: 

e axX e [x>cX e \xX _ e e ß e y e x e X l ßhfßxXfyxX 



e ßxX e yxX r exX e a^jx^vlahhlxh e ß }< e ^K e ßX e yxfoi,xXfixxXf\xX 

Da ferner 

e a eßeye K exene v = e 3 

ist, so können wir setzen: 

epeje^ex _ e ß e y e K e x 
e a e^e v e 3 

Somit ergiebt sich: 

1 e ß e y e H e xh^xfynXfa\iv 



H 



re <-K''X e >cX e ßx e yx e ßX e yX* a>c XJ \ixXJ v xXJ aßy 



Es ist nun zufolge (73): 



yl2 
e js4 e M = ~2Ö fßfyf^fxS 5 ßg 7 gig 5 x, 



zufolge (75): 



und nach (71): 



„2222 f f f r f 4444 

e ßx e r* e ßX e yX = 78 JßxJyxJßXJyXgßgygxgx 



g'<> 



Danach ist: 

gßgygxgX fßfyfxfxfßxXfyxXfa\iv 



H 



r g lxh e >cX fßxfyxfßxfyXfaxXfiixXfvxXfaßy 
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Diese Formel wird vereinfacht durch eine identische Relation, welche zwischen den Grös- 
sen / besteht, und die leicht zu verificiren ist: 

faßvfßyxfßyxfßxXfyxXfßfyfxfx — ffßyfßxfßxfyxfyxfxX- 

Aus dieser folgt: 

fßfyfxfxfßxxfyxxfafiv _ ffßyfxX 



fßxfßxfyxfyX fßyxfßyX 

Dadurch wird: 

„ gßgygxgX ffßyfxX 

ti 



r g 'x'A^xA JßyaJßyxJßyXJxXaJxXnfxXv 
Lösen wir jetzt die Producte fßy und f KX auf, so ergiebt sich: 



7_r J Ö^SÄ, £ £ £ £ 

~ rg 2 lj x e xl ' 8ß87JßxMYxUß7PJßyv 



Wir setzen jetzt: 



(79) ,„ = U 



fgxgX 

rg 2 Uxe^x 
(80) u xX = l xX v xX = l xX (a xX u + b xX u + c xX u 



Dann ist v xX bestimmt durch folgende Gleichung: 

v xX = {-^) gßgyfßxXfyxXfßyiifßyv v a 
(81) + (-i) ralß gygafy^xfaxXfyaßfyavVß 

+ (-1) gagßfaxXfßxXfaßnfaßv v y- 

Die Coefficienten dieser 21 linearen Functionen sind also ganze rationale Functionen 
der Coefficienten von vi, V2, • • vj. Der Factor l xX ist, ebenso wie l K und e xX „, die vierte 
Wurzel eines solchen Ausdrucks; nämlich 

,„_. , 4 _ r lfxfxgxg x 



/s 2 /. 



^A 
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Zweiter Theil. 

§1. 

Nachdem wir durch die Aufstellung der Relationen zwischen den Moduln der Theta- 
Functionen dazu gelangt sind, diese Moduln durch eine Anzahl unabhängiger Grössen 

r; ai,bi,ci', a 2 , b 2 , c 2 - • -07, b-j, c 7 

auszudrücken, werden wir jetzt die Beziehungen betrachten, welche zwischen den Theta- 
Functionen selbst und ihren Differentialquotienten bestehen. Es wird sich hier ein analoges 
Resultat ergeben. Der Quotient je zweier Theta-Functionen wird sich darstellen lassen als 
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function einer Anzahl von Werthsystemen: 

x,y,z; xi,yi,zi; x 2 ,y 2 ,z 2 ; x 3 ,y 3 ,Z3, 

deren jedes einer homogenen Gleichung G(x, y, z) — vom Range 3 genügt, während die 
einzelnen Werthsysteme von einander unabhängig sind. Aus denjenigen Relationen, welche 
zwischen den Grössen und ihren Differentialquotienten existiren, werden wir weiter den 
Schluss ziehen, dass sich die Argumente u, u' , u" durch Integrale erster Gattung der Grössen 
(x, y, z) etc. ausdrücken lassen. 

Zunächst betrachten wir diejenigen quadratischen Relationen, welche zwischen den 28 
ungraden Theta-Functionen bestehen; hieraus wird sich die algebraische Grundlage für die 
ferneren Untersuchungen ergeben. 

Alle diese Relationen entspringen aus der Gleichung: 

7 

(1) coc«0 J b B /m = £ (-l) (ta ' /a ' ma) c« ma c ma ta 0, 

a=0 

durch besondere Wahl der Indices k, l, m. Die Natur dieser Beziehungen wird klarer er- 
kannt, wenn man statt der Grössen m andre, a m , einführt, deren jede sich von dem ent- 
sprechenden nur um einen constanten Factor unterscheidet. Dieser Factor soll so gewählt 
sein, dass, wenn m und a m grade Functionen sind, a m den Werth 1 erhält, wenn die Argu- 
mente u, u', u" gleich Null gesetzt werden. Ist dagegen der Index m, und somit die Function 
a m selbst ungrade, so soll der Factor in der Weise bestimmt werden, dass das Anfangsglied 
in der Entwicklung von o m nicht u m — A m u + B m u' + C m u" , sondern v m — a m u + b m u' + c m u" 
ist; was wegen der Gleichung u m — l m v m jedenfalls möglich ist. Danach ist: 

(2) für grad, Indices „,:e m = Cm <x„ 

für ungrade: m — l m C m . 

Es wird sich dann zeigen, dass die in den Relationen zwischen den Grössen o m vor- 
kommenden Coefficienten sich rational durch die Grössen (a x , b K , c x ) (x = l,2---7) 
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ausdrücken lassen, und zwar als Producte von den Determinanten-Ausdrucken: 



o) /,AM = (-ir |A/j+A|/x 



a H 


b K 


c* 


ax 


b X 


ex 


a ß 


bß 


Cfi 



gp — (—1) (faxXfanvfßxßfßXv-fßxXfßpvfaxßfaXv)-*) 

Diese Umformungen beruhen auf den Gleichungen (68) bis (79) des ersten Theils, ausser- 
dem auf den identischen Beziehungen zwischen den verschiedenen Producten e, e x , e^x 
und ihren Factoren e x xu- 

Wenn wir von den linearen Relationen zwischen den Quadraten der Theta-Functionen 
absehen, so haben alle quadratischen Gleichungen zwischen den ungraden die Form: 

A ® a e h + A' ® a , & b , + A" ® a „ @ h „ + A'" a » ® b „, = 0, 

wo A, A', A", A'" constante Grössen bedeuten, und die Indices a, b, a', b' etc. den Bedin- 
gungen 

; 1,1 II, II III, III 

ab — ab—ab — a b 

genügen. Es sei nämlich m irgend ein von verschiedener Index. Dieser muss sich im 
Ganzen auf 32 Arten in zwei verschiedene Indices a, b zerlegen lassen. Von diesen 32 Zer- 
legungen wird die Hälfte so beschaffen sein, dass der eine Index grade, der andre ungrade 
ist. Bei den 16 übrigen wird entweder a und b grade, oder a und b ungrade sein; und zwar 
wird die Anzahl der Zerlegungen der ersten Art 10, die der zweiten Art 6 betragen. Ist z. B. 
m — >c, und a, j3 , y, 5, £, £ die 6 übrigen primitiven Indices, so erhalten wir eine Zerlegung 
von m in zwei grade Indices a, b, wenn wir setzen: a — oeßy, b — 8eC,; in zwei ungrade, 
wenn wir a — a, b — a>c setzen. 

Zerlegen wir nun m auf verschiedene Arten in ein Product zweier Indices, welche beide 
grade, oder beide ungrade sind: m — ab, m — a'b' etc., so sind die Producte: 

0^0/,, ©fl'©// etc. 

nach der Definition des § 3 grade Theta-Functionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik 
(jU m , V m ). Die Anzahl der von einander linear unabhängigen Functionen dieser Art beträgt 



*) Das Vorzeichen dieser Gleichung erhält man leicht in folgender Weise. Fasst man die beiden Gruppen 
von je 4 Indices, mit denen die Grössen / behaftet sind, auf, und greift irgend einen Index der ersten Gruppe 
heraus, z. B. axX, so ist a mit xA verbunden. In der zweiten Gruppe ist ß mit xA verbunden; daher bilden 
wir a | ß. Es ist ferner in axX x mit aX verbunden; in der zweiten Gruppe v mit aX; daher haben wir 
x | v. Drittens ist X mit ax, in der zweiten Gruppe /i mit ax verbunden; dadurch entsteht X | /i. So erhalten 
wir im Ganzen das Vorzeichen (— l) a lp+ x l v +*l' i i wir würden denselben Werth, nur in verändertem Ausdruck, 
erhalten haben, wenn wir statt axA irgend einen der drei übrigen Indices der ersten Gruppe herausgenommen 
hätten. 
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2 p . . ,. 

nach § 3: — — 4; daher muss zwischen je 5 derselben eine lineare homogene Gleichung 

bestehen. Wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, so verschwindet das Product 
a ©6, wenn a, b ungrade Indices sind; dagegen erhält es einen von Null verschiedenen 
Werth, wenn a und b grade Indices sind. Daraus folgt, dass, wenn wir von den 5 Produc- 
ten a 0fc, ® a '®b' e tc. in einem die Indices grade, in den übrigen ungrade annehmen, der 
Coefficient des einen Products gleich Null sein muss. Mit andern Worten: Wenn 

m — ab, m — a b , m — ab etc. 

die 6 möglichen Zerlegungen des Index m in Producte je zweier ungraden Indices sind, so 
sind je 4 der 6 Functionen 

®a®b, ®a'®b', ®a"®b" etC. 

durch eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden. 

Der Index m kann nun die drei verschiedenen Formen x, xX, xA/l haben. Es seien a, 
ß, y, ö, x, X, ß die 7 primitiven Indices in irgend welcher Reihenfolge; dann erkennen wir 
zunächst, indem wir m — x annehmen, dass durch drei Glieder der Gruppe 

©a©ax, ©J3 0/3X, ®y®y>t, ®8®8x, ©A®/l>o ©m^W 

sich die drei übrigen linear und homogen ausdrücken lassen; wenn wir m — xA setzen, 
dass dasselbe gilt für die Gruppe 

©ax©aA, ®j3*©j3A; ©yx© y A, ®8x®SX, ®^®^ ©x©a; 

endlich, wenn wir m — nX\i = aßyö setzen, ergiebt sich dasselbe für die Producte 

©^©Ap, ©A©Mx> ©M xA, ®a8®ßy, ®ß5®ya, ®y8®aß- 
Dieselben Eigenschaften übertragen sich natürlich auf die <7. 

§2. 

Alle diese Gleichungen zwischen den ungraden oder o sind enthalten in der Fun- 
damental-Gleichung (1). Wir heben aus ihnen drei hervor, durch welche die algebraischen 
Beziehungen, in denen die 28 Functionen unter einander stehen, vollständig definirt sind. 

I. Wir setzen zunächst k — 0,l — x,m = Xß. Dann erhalten wir, da c^i — ist: 

E [(-l) {a ' XaMa) Ca^C aX ,® a ®a,} = 0. 
a=0 
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Diejenigen Glieder dieser Summe, die sich auf die Indices 0, x, X , ß beziehen, fallen 
fort, da in ihnen entweder c a>c xu. °der c aX „ gleich Null ist. Die Summe ist also nur zu 
erstrecken über die 4 primitiven Indices a, ß, y, ö. Es ist nun 



daher: 
mithin: 
oder, da 
ist: 



(a, xa, Xpa) = (ßyöxAjU, xa, ßyöx); 

K = x, L — ßy8x = aXß, M — x; 

(a, xa, Ajua) = x | a + | xa + a | A/ia; 

a | Xßa = Xßa \ a mod 2 

(a, xa, Xßa) = xXßa \ a = ßy8 \ a. 



Wir erhalten demnach: 

a,ß,y,ö 

axX\l können wir ersetzen durch ßyö. Unter dem Summenzeichen steht dann ein Aus- 
druck, der in Bezug auf die Indices /3, y, ö symmetrisch ist. Durch Vertauschung von a, 
ß, y, ö unter einander erhält derselbe vier Werthe; die Summe dieser vier Werthe ist Null. 
Dies bezeichnen wir so: 



s U-i)M a cßj 8 c aXll e a e ax } = o. 

a.ß,y,ö *• > 



ß,r,< 
Dividiren wir diese Gleichung durch Cq, und ersetzen jedes ® m durch l m o m , so ergiebt sich: 

S \(-l)ßr^ e e i a i a>caaaa \ = 0. 
a,ß,y,8 y > 

Nun ist, nach (68) und (79): 

_ e <JgX e a\i e X[i 1 

aXfl r e a e x en IJxhfaX^ 

e e a ^aX e a^HX e >^x e X\i 1 



ßßvX = 



? ßys 



r ea£><ex e \i IßlyhfßyS 

(da die Identität stattfindet: 

e axe a X e aix^xX e xli e Xn _ e ßy e ßö e yS 
e a exexe ß ^ß^y^ö 
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'-a'-ayi — 



f gagx 
rg 2 l^e a>t 



e 2 f <? a lAvÄ.}L e ****** gag, 



folglich: 

Ferner ist, nach (73) und (75): 



-a^x l 1 



JaXßtßXS 



„2 „2 „2 



e aX e a\i e %\i _ g falfaiifln 



e \ e \ e \ f 6 fahfn8a8x8p' 

und dieses ist, wie aus der Identität (55) hervorgeht: 

_ g TaXiiTßy8Jy8>cJ5ß>cJßj>c 



f 



gag\g\i 



Mithin ist: 



e a\yL e ßy& l alax — 3] f6 JySxJößxJßyx- 



r 3 lf 6 e x g x g^ 



Wenn wir diesen Werth des Coefficienten in die Gleichung einsetzen, den gemeinsamen 
Factor aller Glieder aber fortlassen, so erhalten wir: 



? „ \ ( _1 ) /3? ' * a fr8xf8ßxfßrx a aOax \ = 0. 

ß.Y.O *• } 



a,ß,y,8 
II. Wir setzen ferner: 

k — x, / = A, m — XjlV. 
Dann ergiebt die Hauptgleichung, da wiederum c^ — ist: 



/ _ 
v - ' / ->\(xa,Xa,Xiiva)„ „ ßi (A 



a=0 



0. 



Hier fallen diejenigen Glieder fort, welche sich auf die Indices x, A, jU, V beziehen. Nennen 
wir die drei übrigen a, ß, y, so ist demnach: 

Es ist nun zunächst 



(x, A, AjUv) = (ctßyAjUV, aßyx\iv, aßyx); 
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daher: 

K— aßyx = A/iv, L— aßy= xXßv, M = aßyßv — xX\ 

mithin: 

(x, X, Xßv) = Xßv \ x+ x\X + x\ Ajuv, 

und dies ist = X \ x mod 2. 

Bei der Bildung von (xa, Aa, AjUVa) ist ^ = Xa, L — a, M — a; mithin 

(xa, Xa, X/iva) — Xa \ xa + Xßv \ Xa + X \ X/iva. 

Durch Zerlegung finden wir 

Xa\xa = X\x + X\a + a\x+a\a, 
Xßv | Xa = Xßv | X + Xßv | a, 
X | Xßva = X | Xßv + X | a; 

mithin, da XßV \ X + X \ XßV = mod 2 ist: 

(xa, Aa, Xßva) = X \x+a\a + a\x + Xßv\a. 

Dies ist congruent 1 + X | x + axXfl v | a; somit ergiebt sich: 

E [(-l) teif,V| V F ^ v Öaxe al ] =C x/1 yC Apv x A . 
«,j3,y 

Diese Gleichung lässt sich, ähnlich wie die vorige, in folgender Form schreiben: 

S \(-l) ßr]a Cß r ^c ßrx ®ax®ax} ^c^vc^v©^©^; 
a,ß,y <■ - 1 

oder, wenn wir die Grössen c einführen: 

Nun sind noch die Coefficienten in einfacherer Form darzustellen. Nach (68) ist: 



e 



ßyl 



e x.[iV 



r eae^e^ey 



IßhhfßyX 



r e x e u. e v 'x'u'v/xuv 
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daher: 



Ebenso ist: 



Endlich folgt aus (79): 



e ßyX _ ^a^a\i e av « x« \J-v J xßv 

e ßyx _ ^aX e a\i^av 'ä^u'v JX\lv 
e X\iv e a Ißlylx fßyx 

laJaX f gaSxSX 



Ux r V la l l l l e a* e ax' 

Die Multiplication dieser drei Gleichungen ergiebt: 

_ i-\ <■> O O O 

e ßyX e ßyJaJ a X _ f e afi e av ^KSaS^SxfxßvfXßv 
e x\iv e \\iv<->t<-\ r g e a '-a'-ß'-y'-K'-xfßyxfßyX 

Nun ist 

l 2 l 2 l 4 l 4 r 2 o 2 



l a lßlyl K l^ l f^lfvgßgv 

e a\i e av _ g gfigv japjav 



e 2 a f ga /c 



a 



dadurch geht der vorstehende Ausdruck über in: 

/ gagxgX fapfavfxpvfxpv 
g gßgv fafßfvfßyxfßyX 

Hier wenden wir wieder die Formel an: 

j fa\ifaVJ\iV _ j. r r r r 

f f f — JanvJßyxJßyXJßxXJyxX- 
JaJiiJv 

Dadurch wird 

e ßyX e ßyJ-aJ-aX _ gagxgx fxfivfx^vfa^ivfßxXfyxX 
e xHveXßvl*h ggßgv fßv 

oder, da 

f\iv = fxpvfxpvfaßvfßßvfypv, 
g = gagxgxgßgvgßgy 



Abriss einer Theorie der Abel 'sehen Functionen dreier Variabein. 47 



ist: 

e ßyX e ßyJaJa\ _ 1 fßxXfyxX 

exßvtXßvlxh gßgygjigv fßßvfypv 

Nachdem auf diese Weise die Ausdrücke der Coefficienten transformirt sind, nimmt unsere 
Gleichung folgende Form an: 

oc,ß,7 { JßiivJyiiv gßgygftgv J 

IIL Eine dritte Relation zwischen den ungraden c erhalten wir, indem wir setzen: 

k—8, l — xXßö, m — xö. 
Dann ergiebt sich: 

7 
•-Oi-zA/i^x^/i / . V 1 ) L Afi8a L >c8a KJ 8a KJ >cXfi8a 

Hier verschwinden die Coefficienten für die Werthe 0, x, X, [l, 5 des Summations-Index 
a. Diese Gleichung nimmt deshalb, wenn wir durch a, /3, y die drei von x, A, /i, 5 ver- 
schiedenen primitiven Indices bezeichnen, die Form an: 

coc« Xß ®«® Xß = S {(-l) {da >^ 5a '* da) c Xßda c« 8a ® 5a ®^ ß6a }, 
oder, da xA ßöa = ßy ist: 

00^0x0^= 5 {(-l)( 5a ^^ 5 «)c xMxa5 0ß r a5 }- 
a.ß.y <■ J 

Nun ist 

(5a, ßy, x5a) = (öa, ßy, Xßßy). 

Bilden wir hier wieder die grössten gemeinsamen Theiler der Indices k — öa,l — ßy, m — 
Xßßy, so erhalten wir: 

K = ßy, L = 0, M = 0; 

es ist also 

(öa, ßy, xöa) = ßy\ öa + xöa \ ßy+ ßy\ xöa, 

und dies ist = ßy \ öa mod 2, da von den drei Indices xöa, ßy, xöaßy zwei ungrade 
sind, der dritte grade. Wir erhalten demnach: 

coc„ kii ® >c ® Xlx = S \(-l) ß7laS c„ßyC xa§ ®ß Y ® a5 }, 

a,ß,y <■ " ■> 
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oder: 



UuWAu ff ^u- S U-l) ^xßy^xa8 l ßy l a8 a ßy a a8( 

a,ß,y <■ ' i 



Nun haben wir den Coefficienten: 



n _ e >cßy e >ca8^ßy^a8 



umzuformen. Wir bilden zunächst: 



q 



e >cßy'-ßy 



1-x 

Es ist nach den Formeln (68) und (79) des ersten Theils: 

eexßCxyeßY . _ fgßgy 






daher: 

Nun ist nach (69) 

Daher: 

mithin: 



re x eße 7 lJßl y f K ßy pr rg 2 lßl y eßy 
r 2 g 2 e^eße y l 2 J 2 ß l 2 f x ßy 



e ,2 _ _ r 4;2 . 



e ^ e ß e y l l l ß l y = ~r 12 l 6 gxgßg r , 



-fee x ße 



>CJ 



* r H l 6 g 2 g,f,ßy 
Nach (71) und (72) ist aber: 



folglich: 



Da nun 



ß = 



/•4 /-6 



g e xß e xr 
4= 7 — 7 — • 

J gxJxßy 
e xßylßy e xa5 l a5 l> 



'x e >iX[i'-X\i 



ist, so erhalten wir: 



n _ g e xß e xy e xae x 8 f x xn 



f g^xK e x\X, fxßyfxaö 



Abriss einer Theorie der Abel 'sehen Functionen dreier Variabein. 



49 



Es ist aber: 



2_f\j> 



e xß e xy^xa^xb e xX e x\i — e x — —*fxg 

g 

2 2 _ /_ 4 2 2 <? f 
e xX e xii — AgxgxgßJxlJxLi' 

ö 



mithin ergiebt sich: 



Q = 



JxfxXfi 



g^gnJxXJxixJxßyfxaS 



Nun ist, wenn wir die Producte / x , / x ^, / XjU auflösen: 

Ixt^Xfl 



JxXJ: 



x\i 



— J xaßJ xayj xaSJ xßyJ xßSJ xyö? 



folglich erhalten wir: 



ß = 



fxyafxßsfxaßfxyö 

2 2 ' 



Durch diese Umformung der Coefficienten nimmt die aufgestellte Gleichung folgende 
Gestalt an: 

5 \ (-l)^^ a f x yaf >c ß5fxaßfxY5 (y ßY a aö(=gxgß a x<yXLL- 
a,ß,y <■ ■ ■ j 

Dadurch ist jetzt folgendes System von Relationen gefunden: 

'(A) S l(-l) ßr6la f Y 5xf8ßxfßyxCa°ax} = 0, 



(4) 



a,ß,y,8 



(B) 



(_l)J3r|a 



fßxXfyxX GaxGaX 



27r ff ^ 



«,0,7 [ ' fßnvfypv gßgyg 2 ß g\ 

(C) S 1 (-l) ßr ^ 5 fxyafxßöfxaßfxySOßyOaö \ = g\g]i^x^X\i- 



a,jß,y 



§3. 



Wir gehen aus von der ersten Gleichung dieses Systems. Das Product ct^ö^o^ be- 
zeichnen wir durch «p^ : 

^x^xA = <PxA(>^)- 

Die Gleichung (A) zeigt dann, dass zwischen den vier Grössen (p a x, <Pßx> <Pyx, (Psx 
eine lineare Gleichung 



S {(-l)^ 5 l«/ 7 5x/5^x/^x<P«x}-0 
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besteht. Hieraus folgt, dass sich die 21 Grössen (p^x durch sechs unter ihnen linear dar- 
stellen lassen. Denn es lässt sich <pi5, <pi6, (pn durch <pi2, <jPi3, (pu\ (P25, <P26? <P27 durch 
<Pi2, 023, 024; und 035, 36 , (jp 37 durch 13 , <p 2 3, 034 darstellen; endlich 56 , <p 57 , (jp 67 durch 
die schon dargestellten ausdrücken; so dass schliesslich alle (p H x lineare Functionen von 
<pi2, <jPi3, <jPi4, <jP23, 024, <P34 werden. Um aber die Symmetrie zu wahren, wollen wir die 21 
Grössen X ^ durch sechs neue Grössen, die von den Indices unabhängig sind, ausdrücken. 
Wenn wir eine quadratische Form aufstellen: 

£ 2 L 1 i+2£t7Li2 + 2^13 + T7 2 L 2 2 + 2T7^23 + C 2 Z'33, 

und in dieser für l~,r\, C, die gemeinsamen Werthsysteme der beiden Gleichungen a^B, + 
buT] + c x £ = 0, a^t, +bxT] +cx<^ = einsetzen: 

^=b x c x -c >t bx, ri^c^ax-a^cx, £ = a x Z> A - Z> x a A , 

so lässt sich zeigen, dass zwischen den 21 Ausdrücken <£ x 2, welche wir so erhalten, diesel- 
ben Gleichungen bestehen, wie zwischen den Grössen (p^x . Zu diesem Zweck bilden wir 
die Summe 

a,ß,y,8 *• J 

und betrachten in dieser a§, b§, c§ als veränderliche Grössen, die übrigen Parameter da- 
gegen und die Grössen L als Constanten. Setzen wir dann a§ — a a , b$ — b a , c§ — c a , so 
verschwindet der Factor 



föc 



a 8 


h 


Cö 


a a 


b a 


Ca 


a K 


b K 


C* 



I 1 \8\ax + a\x 

des zweiten und dritten Gliedes; die vorgelegte Summe reducirt sich daher auf folgende: 

S=(-l) fy8xf8ß>Jßy}c®a.x + {-\) a ™ fßyxfyaxfaßx < &8x- 

Nun ist, unter der gemachten Voraussetzung: 

fy8» = (-l) a5[rX fya„ f 8 ß«= (-1)«*^ 



fyaxi 
<$>ax 



faß} 



4> 



<5x> 



es ist also 



5=((-l)^l«+« 5 l^ + « 5 l^+(-l)«^l 5 )/^ x / yax / a/3x ^ 



Nun ist aber 



ßyö | a + aS | yx+a8 \ ßx = 1 + aßy\ 5 mod 2; 
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folglich ist 5 — 0. - Ebenso lässt sich zeigen, dass S verschwindet, wenn (a§, b§, c§) — 
(öj3, bß, Cß) oder — (a r , by, Cy) gesetzt wird. Endlich ist offenbar, dass jedes Glied von S, 
und zwar von der zweiten Ordnung, verschwindet, wenn (a§, b§, c§) — (a x , b x , c x ) gesetzt 
wird. Nun ist aber S eine homogene quadratische Function von (a§, b§,c§); da diese an 
einer Stelle von der zweiten Ordnung, und ausserdem an drei andern unabhängigen Stellen 
verschwindet, so muss sie identisch gleich Null sein. Damit ist der ausgesprochene Satz 
bewiesen. 

Daraus folgt nun, dass alle 21 Grössen <£> xX dieselben Functionen von <3>i2, <J?i3 • • • $34 
sind, wie ty^x von <pi2, <jPi3 • • • 934. Daraus geht hervor, dass, wenn wir die sechs Grössen L 
so bestimmen, dass die sechs linearen Gleichungen 

<Pl2 = 3>1 2 ; <Pl3 = <&13 • • • , <P34 = <*>34 

erfüllt werden, allgemein (p^ = Q xX ist. Auf diese Weise sind also die 21 Grössen (p^x — 
o x o x o kX in folgender Form dargestellt: 

5) , <PxA = ^ 2 ^ii+2^L 12 + 2^^i3 + r7%2 + 2T7^23 + C 2 ^33 

E, = b x c x - c x b x , T7 = c x a x - a x c x , £ = a x b x - b„a x . 



§4. 

Wir führen nun eine Anzahl neuer Bezeichnungen ein. Das Product aller sieben Grössen 
<7i, 02 • • • 07, bezeichnen wir durch ö); ferner das Product von o kX in diejenigen fünf der 
Grössen öi , Ö2 • • ■ o-j, deren Indices von x und X verschieden sind, mit % >cX ; endlich das 
Product von (b in das Quadrat irgend einer der 28 ungraden a-Functionen (öo^ mit \j/ m . 
Danach ist: 

G) - 01020304050^^ 

<?xX = GxG\0>cX 

®G*X 



(6) 



XxX = OaOßOyOpOvOxk ~ 
L Wm — (0<5 m - 



G*GX 



Es ist dann (p^x em Product dreier, x*x em Product von sechs, \j/ m von neun ex-Functionen, 
und es ist offenbar 

WxX — VxxXxX- 
Wenn wir diese Ausdrücke in die zweite und dritte der Gleichungen (3) einführen, so 
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erhalten wir: 

(A) 

3,7 



(A) S {(-l) ßy]a5 fxyafxß 5 f> c aßfxyö(PßY ( Pa8}=glglXx f i, 
a.ß.y <. J 



(7) < 




(ß) 5 <| C \\ßy\a fßxXfyxX^axXaX I _ 
gßgygpgvfßpvfypv J 

(Q (PxUxA = Vx/l- 



Die erste dieser Gleichungen wird aus der letzten Formel des Systems (3) gewonnen, 

indem man dieselbe mit <7 a <3ß<7y<3§ multiplicirt, die zweite, indem man (B) mit 

multiplicirt. Diese Formeln lassen sich nun in folgender Weise auffassen. Durch die Glei- 
chung (5) sind die Grössen (p dargestellt als homogene lineare Functionen der sechs Grös- 
sen L. Setzen wir diese Ausdrücke in (A) ein, so verwandelt sich %Xß m eme homogene 
quadratische Function derselben Grössen; die beiden letzten Gleichungen zeigen dann, dass 
y x , y^X kubische Functionen dieser Grössen sind. Wenn wir dies festhalten, so zeigen 
die Gleichungen (6), dass nicht nur das Quadrat jedes Quotienten zweier ungeraden a- 

Functionen, sondern auch allgemein jedes Product beliebig vieler solcher Quotienten — , 

a b 

— , — — etc., wenn nur der Gesammt-Index desselben aba'b' a"b" ■ ■ ■ gleich dem Index 

ist, sich als eine rationale Function der Verhältnisse der Grössen L darstellen lässt. Weiter 
aber zeigen diese Formeln, dass zwischen den sechs Grössen L eine grosse Anzahl homo- 
gener Gleichungen, sämmtlich von der sechsten Ordnung, besteht. Denn aus der zweiten 
und dritten der Gleichungen (6) folgt: 

<PßX _ a ß a X_ 



Xßx 



a 



daher ist: 



ix 



<PßX 2 2 2 *Pß>- 

<PßX <Pax °l X l°l <Pß* (PaX 



°ß 


°x G l 


< 


Vß 


<*a 


CO 2 

ü l°y 


Xß 
°8 a l a ß 



XßX Xax CO Xßx XaX 

<Paß_ <PyS <PXv = °Wß°y°Wx°l = J_ = J_ 
Xaß Xyö XXv (O 3 (ÖO 2 y x 

daher ist, für beliebige Indices: 

(<PßXXß*V'K = <PßxXßxV'X, 
(8) < <Pax<PßxXaXXßx = <PaX<PßxXa*Xßk> 

[ <Paß<Pyö<PXLiYx = XaßXydXX^ 
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und alles dieses sind, wenn wir für die Grössen q>, %, \j/ ihre Ausdrücke durch die L einge- 
setzt denken, homogene Gleichungen sechster Ordnung zwischen den Grössen L. Freilich 
können nur zwei von diesen Gleichungen unabhängig von einander sein; die übrigen müs- 
sen sich als Folgerungen derselben ergeben. 



§5. 

Wir brechen jetzt diese allgemeinere Betrachtung ab, um zu untersuchen, was aus den 
Ausdrücken <p, %, y wird, wenn wir durch eine gleich anzugebende willkürliche Relation 
unter den Grössen L die Veränderlichkeit der Argumente beschränken. 

I. (p M x ist nach der Gleichung (5) durch eine quadratische Form dargestellt. Wir set- 
zen die Determinante derselben gleich Null: 



(9) 



Lu L\2 L13 
L21 L22 £23 
£31 ^32 £33 



0. 



Alsdann zerfällt die quadratische Form in ein Product zweier Linearfactoren: 
oder, wenn wir für E,, r\, £ die Werthe dieser Grössen einsetzen: 



X 


y 


z 


a x 


b x 


c* 


ax 


b X 


ex 



x' 


y 


z' 


a x 


b x 


c* 


ax 


bx 


ex 



Wir multipliciren die einzelnen Factoren, um sie in Bezug auf x, X symmetrisch zu 
machen, mit dem alternirenden Vorzeichen ( — l) x l^, und bezeichnen 



(-1) 



k\X 



X 


y 


z 


a x 


b x 


c* 


ax 


bx 


ex 



durch F(x,y,z) x x- 



Alsdann ist 



(10) 



<P*x = F(x, y, z)„x F (x', /> z')xV 



Wir können uns (x, y, x) als die homogenen Coordinaten eines veränderlichen Punktes 
in einer Ebene, (ai , b\, c{) ■ ■ ■ (aj bi cq) als die von 7 festen Punkten vorstellen, und diese 
Punkte selbst durch die Zahlen 1 , 2 • • • 7 bezeichnen. F(x, y, z) X X — ist dann die Gleichung 
derjenigen Graden, welche durch die beiden Punkte x, X hindurchgeht. Dadurch ist diese 
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Function charakterisirt, wenn ausserdem noch der Werth von F(x, y, x) x % m einem dritten 
Punkte n gegeben ist. F K x ist also bestimmt durch die Eigenschaften: 

{iV; — in den Punkten x, A , 
xA , , 

= (-ir |x V M xA im Punkte M . 

IL Setzt man in der ersten der Gleichungen (7) für die Grössen q> die eben gefundenen 
Ausdrücke, wobei der Kürze wegen Fßy für F(x, y, z)ßy, FL für F(xf, y' , z')ßy geschrieben 
werden soll, so erhält man: 

SlSaXXn = S n \ (-l)^ 71 " fxYafxß5fxaßf>CYÖ F ßy F a8 F ßY F a8 f ■ 

Hierdurch ist, wenn wir (V, v', z') als constant auffassen, Xxu definirt als eine homogene 
quadratische Function von (x, y, z), die offenbar an den vier Punkten a, ß,y, 5 verschwin- 
det. Sie verschwindet aber auch im Punkte k. Denn in diesem wird nach (11): 

r ßy r aS \ L ) JxßyJ>ca8> 

der Ausdruck auf der rechten Seite geht daher über in: 

(~1) X /xya/xß5/xaß/xy5/xßy/xa.5 £ 1 ( _1 ) F ky F 'aS f ■ 

Wir betrachten nun den letzten Factor dieses Products. Vertauschen wir (V, /, z') mit 
(a s ,b s ,c s ), so geht 

^ y in(-l) W / 5ßy , ^in-F^ 
über; daher der Summenausdruck in: 



a.ß.v y- > 



a,ß,y 

Von dieser Summe, die eine lineare Function von x 1 , y' , z' darstellt, ist zu zeigen, dass 
sie identisch verschwindet. Dazu ist nur nöthig, zu zeigen, dass sie in den drei Punkten 
a, ß, 7 verschwindet. Dies aber geht unmittelbar aus (11) hervor. Denn setzen wir z. B. 

(x ; , /, z') — (a r , b r , Cy), so wird 

K 8 = (-l) rla6 fSya, F ß 5 = (-l) 7lß5 fß 5 y, ^ 5 = 0; 
daher: 

(-l)^ rl 7^Ä = (-l) Pl ^%r^. 

{-^ a f8ya F 'ß 5 = (-l) alß+7l5 f S ßyf 5 ya, 
(-l) aßlY f8aßF; 8 = 0. 
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Somit muss diese Summe, und auch die ursprüngliche identisch Null sein. Es gelten also 
die beiden Relationen: 

(a) S {(-l)^% r Ä}=0, 

a,ß,y <■ > 

(b) S U-l) ßylad F ßY F a8 }=0. 

Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass die quadratische Function, durch welche Xlß 
dargestellt ist, ausser an den Punkten a, ß, y, ö auch noch im Punkte x verschwindet. 
Dadurch ist aber XXß bis auf einen von x, y, z unabhängigen Factor bestimmt; und da %Xix 
symmetrisch ist in Bezug auf beide Werthsysteme, so folgt, dass %%„, ebenso wie <Pxn, 
in zwei Factoren zerfällt, von denen der eine nur x, y, z, der andere nur x', y', z' enthält. 
Diese Zerlegung nun lässt sich mit Hülfe der gefundenen Formel wirklich ausführen. Wir 
bezeichnen für den Augenblick die Producte 

Fßy F a8i F ya Fß 5 , F a ßF y5 durch P\, P 2 , ^3, 
/^^ 5 etc. durch P{,P^P^ 

fxßyfxaö etc - durch Pl,P2, P3, 
und die Vorzeichen 

(_1)M««, (_i)r«l^ ? (_!)«/3|r5 durche^es, e 3 . 

Es ist dann offenbar: 

gfalZlß = £iP2P3PiP[ + eiPWiPiPi + e 3 pip 2 P3P , 3, 
£iPi+£ 2 P 2 + £ 3 P 3 = 0, 
61/^ + 62/^ + 63/^ = 0, 

£lPl+£2P2 + £3P3 =0, 
616263 = -1. 

Die vorletzte Gleichung wird aus (b) dadurch erhalten, dass man (x, y, z) — (ö x , b x , c K ) 
setzt. Wir eliminiren nun die Grössen P3, P3, p 3 . Dadurch geht der Ausdruck von g\gnXXfi 
über in folgenden: 

g\gl%Xß = p\PiP[ + p\PiPi - PiPiiPxPi + PiP[) 

= {P2PI-PIP2)(P2P'1-PIP'2)- 
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Wir bezeichnen nun die Function zweiten Grades 

{ _ x) a\ß + 8\y P2Pl-piP2 dm ^ ^ ^ ^ 
gXg^i 

Alsdann ist 

Xi ß = G(x,y,z)G(x',y',z'). 

Diese Function zweiten Grades G(x, y, z) hat, wie wir bewiesen haben, die Eigenschaft, an 
den fünf von A, }l verschiedenen Punkten zu verschwinden. Im Punkte X selbst ist, wie aus 

(11) hervorgeht: 

Pl = (-i)Wr*f kßr f ka8 , P 2 = (-l)W*f Xya f Xß8 ; 
daher erhalten wir: 

fxyafxßöfxßyfxaS ~ fxßyfxaöfxyafxßS 
= (-l)*l^+«IMr^^ G (a Ä ,* A ,c Ä ). 

Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wie aus (2) folgt, 

= (_l)a|/»+*|nA|x^ ; 

mithin ist: 

(_y\X\Xn 

G(ax,b x ,c x ) = . 

gx 

Ebenso ist: 

(_1)m|Am 

G(a M ,& M ,c M ) = . 

Die Function G(x, y, z) ist auf diese Weise charakterisirt durch sieben Bedingungen. 
Diese sind symmetrisch nach den beiden Indices X, ß einerseits, und den davon verschie- 
denen a, ß, 7, ö, x andrerseits. Daher können wir diese Function durch G(x, y, z)x^ be- 
zeichnen. Demnach erhalten wir: 

(12) Za/x = G(x, y, z)xii G(x', y', z)i ß , 
wo die Function G Xjl definirt ist durch die Gleichung: 

(c) (—!)"' {fxyafxßyFßyFad- fxßyfxa8 F ya,Fß8) = gXSixGxy., 

und auch durch die Eigenschaften: 

Gxfi — in den Punkten a, ß, 7, ö, x, 

(13) <; (_i)A|a/x 



£A 



im Punkte A . 
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Zu den beiden Gleichungen (b) und (c) wollen wir noch zwei verwandte hinzufügen. 
Es stellen nämlich die sechs Grössen 

Ga m , Gpjo G xX , Fß r F aSl F ra Fß Sl F a ß F yö 

sämmtlich Functionen zweiter Ordnung dar, die in den vier Punkten a, ß,y, 5 verschwin- 
den. Zwischen je drei derselben muss daher eine lineare Gleichung stattfinden. Es muss 
daher auch FßyF a § linear durch G XjU , Gx^ ausdrückbar sein, und endlich zwischen Gxß, 
Gxp, G K x eine lineare Gleichung bestehen. Um die Coefficienten der Gleichung 

F ßy F aS = AG X/J + BG^x 
zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) — (üß, b^, c^); dann wird 

( — 1 ^kf 

F ßy F aS = (-\)^ ya f^ßy/naöi G^ = , G K x = 0; 

g\i 

daher ist: 

A = { _ ir \ßya8^ gßf ^ rfßaö = {-l)^ gllfllßy f m5 . 

Ebenso ist 

B={-\) ^gxflßyhaö, 

wir erhalten daher: 

( d ) F ßy F aS = (-l) (8lAßyfla6 G M:X~8ßfßßyfna5 G xß)- 
Ebenso werden die Coefficienten der Gleichung 

AG kß +BG flH + CG >cX = 

bestimmt; für (jc, y, z) — (a^, b ßl c^) geht dieselbe über in: 

gß gß 

wir können deshalb setzen: 

A = (_!)A/xk ß=(-l)^l A , C=(-l) xA|/J ; 
so dass die Formel die Gestalt annimmt: 

(e) (-l) A ^G AM + (-l)^ A G^+(-ir A ^G^=0. 
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Durch die vier Identitäten b, c, d, e ist die Form der Relationen zwischen den aufge- 
stellten sechs Grössen vollständig festgestellt, ebenso wie durch die Gleichung (a) die Form 
derjenigen Relationen, welche zwischen 

fax! Fßv Fyx-, F 8>n F Xxi F ßx 

bestehen. 

III. Wir setzen jetzt die für die 56 Grössen (p x x> %xX gefundenen Werthe in den 
Ausdruck von \j/ x ein: 

_ s I , ^ßy\ a fßxXfYx\ F a}cG a xFaxG al I 
a,ß,r\ 8ß8r8i.8vfßßvfrnv J 

Fassen wir diesen Ausdruck auf als abhängig von (jc, y, z) allein, indem wir x' , y', z' als 
Constanten betrachten, so stellt er eine homogene Function dritter Ordnung dar. Fassen wir 
irgend eine der Grössen auf, aus denen die Summe zusammengesetzt ist, z. B. F ax G a x, 
so sehen wir, dass diese an den Punkten a, ß, 7, ß, v von der ersten, an der Stelle x aber 
von der zweiten Ordnung verschwindet. Denn an der Stelle x verschwindet F ax und G a x, 
an der Stelle a: F a>c , und an den Stellen ß, 7, ß, v: G a x- Diese Eigenschaften sind allen 
drei Gliedern der Summe gemeinsam, und übertragen sich also auf den ganzen Ausdruck. 
Ausserdem aber ist zu zeigen, dass der ganze Ausdruck auch an der Stelle X verschwindet. 
An dieser wird: 



- (-1) |ß;f /a^- G aX 



/1 \X\aX 



8X 
daher: 

tfy\a+X\xX faxXfßxXfyxX F axG a x I 
8ß8y8x8]i8 2 vfß\ivfy\iv J 

Das Verlangte wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass die Identität 




vx= s {(-iy , , 



(f) S \(-l) ß * a g a faiivF a „G aX } 

a.ß.y <■ > 

stattfindet. Nun ist nach der Formel (f) — 0: 

fßlivfyxvFßxF r n-f 7 nvfßxv F ßii F Yx — (-1) ' 8a8x G aX- 

Diese Gleichung multipliciren wir mit fa/ivFax und vertauschen dann die Indices 
a, ß, 7 cyklisch. Wir können hierbei (— 1)01? durch £( — \)ß" a ersetzen; der Werth des 
Zeichens e ist dann alternirend in Bezug auf a, ß, 7 und bleibt deshalb bei cyklischer 
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Vertauschung dieser Indices ungeändert. Wir bekommen so drei Gleichungen; die erste 
derselben ist: 

fapvFaxfßnvFßxfyxvFyn — fyßvFyxfaßvFaxfß^vFßß 
= {-\Y^eg x {-\)M a g a f aiiV F ax G aX . 

Bilden wir die Summe dieser drei Gleichungen, so ergiebt sich offenbar auf der linken Seite 
Null, während auf der rechten derselbe Ausdruck erscheint, welcher in der Gleichung (f) 
vorkommt, nur mit einer Constanten multiplicirt. Damit ist die Gleichung (f) bewiesen. 

Setzen wir nun in derselben (x, y, z) — (a x ,bx,c x ), so erhalten wir noch die Parame- 
ter-Gleichung: 



(f) S {(-l)M a gafaxXfanv}=0. 



cc,ß,y 

Hieraus geht nicht nur hervor, dass l/A x , ebenso wie die früher behandelten Ausdrücke, 
in zwei Factoren zerfallen muss, sondern es lässt sich auch diese Zerlegung direct ausfüh- 
ren. Wir führen folgende Abkürzungen ein. Es mögen 

FaxG a x Fß^Gßx F yx G Y x 
JaxX JßxX JyxX 

durch M a , Mß, M y ; die entsprechenden Functionen von (V, y',z') durch M' a , ML, ML; die 
Grössen 

gafaxlfaiivi gßfßxXJß^v^ gyfyxxfytiv 
durch m a ,mß,my bezeichnet werden; endlich die Vorzeichen 

(-1)0/1«, (_i)r«l/3, (_i)«/?lr durch e a ,e ß ,e r 

Es ist dann: 

_ faxXfßxlfyxX (£qm a M a M' a + ■ ■ ■ + £ y m y M y M y ) 

^ X_ r r r 1 „2 



fa^ivfßßvfyfivgagßgyg^gv 



£a£ß£y — ~ 1) 



und, nach den Formeln (f, f): 



£ a m a M a + EßtnßMß + e y m y My = 0, 
e a m a M' a + £ßm ß Mß + £ y m y M y = 0, 

£a™a + £ß^ß + £y^y = 0. 
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Die drei letzten Gleichungen benutzen wir dazu, um in dem Ausdruck 

E a m a M a M' a + EßmßMßM'ß + £ y m y M y M y — M 

die Grössen m y , M y , Mi zu eliminiren. Hierbei ergiebt sich: 

£ y m y M = (e a m a M a + £ßmßMß)(£ a m a M' a + £ßm ß M ß ) 
- (£am a + £ßmß)(£ a m a M a M' a + EßmßMßM'ß) 
= £ y m a m ß (M a M' a + M ß M' ß - M a M ß - MßM' a ); 

daher: 



M = 



m a niß 
m y 



(M a -Mß)(M' a -M ß ] 



Setzen wir dies in den Ausdruck von l/A x ein, indem wir den Constanten m a , niß, m y ihre 
Werthe beilegen, so erhalten wir: 



W: 



fUfß**.( Ma - M ßK M '«- M ß' 

-,2r,2r,2 



JyfivS y S^i8v 

oder, wenn wir setzen: 

i _ l)ßla faxXfß^(Ma-M ß ) =H ^^ z ^ 
SySliSvfyixv 

xi/ x = H(x,y,z)H(x',y',z f ). 
Dieser neu definirte Ausdruck 

H(x,y,z) = (-l) p l a ^ p - y — 

SySiiSvJy^v 

ist nun eine kubische Function von (x, y, z) , die an allen sieben Stellen verschwindet, an der 
Stelle x aber von der zweiten Ordnung. Er ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices 7, 
fi, v einerseits und a, ß andrerseits; es ist aber leicht zu sehen, dass sein Werth auch dann 
ungeändert bleibt, wenn man a oder ß mit 7, /1 oder v vertauscht. Denn vertauschen wir 
z. B. a mit 7. Aus den Gleichungen 

£ a m a M a + EßtrißMß + e y m y M y = 0, 
£ a m ß + £ßtnß + £ y m y = 

folgt: 

£ a m a (M a -Mß)+ £ y m y (M y -Mß)=0; 



daher: 
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rtiy 



M a -Mß = eß— L (M Y -M ß ] 



oder: 

(-lf a (M a -M ß ) = (-lfr n ^(M y -Mß). 



Hieraus ergiebt sich: 



H(x,y,z) = (-1)M f ^ xfß f (M y -M 



f \—y 

gagiigvjapiv 

Es bleibt also der Werth von H(x, y, z) ungeändert bei einer beliebigen Vertauschung 
der Indices a, ß,y, ß,v unter einander. Es muss aber gezeigt werden, dass dasselbe statt- 
findet, auch wenn wir einen dieser Indices mit X vertauschen. Zu diesem Zweck multipli- 
ciren wir die Gleichung 

fßxl F axG a x - faxX F ßx G ßX = (~K ) gygpgvfypvH 
mit Fyy. Nach der Formel (d) ist dann 

FaxFyv — (-1) (gxfxaxfxyvGßx ~ gpfpaxfßyvGß ß ), 
F ßx F yv — (-1) ^{gxfxßxfxyvGaX ~ g[xf\xßxf\iy\G a[i ). 

Wenn wir dies einsetzen, so heben sich die mit gx multiplicirten Glieder gegenseitig auf, 
und wir erhalten: 

fßxXfaKpGaxGßn- faxXfßxpGßxG a n - (-l) P|a Ml g r g v FyvH. 

Diese Darstellung von H ist symmetrisch in Bezug auf X und ß. Da wir demnach alle von 
x verschiedenen Indices in dem Ausdrucke der Function H(x, y, z) vertauschen können, 
ohne ihren Werth zu ändern, so können wir diese Function dritter Ordnung bezeichnen 
durch H(x, y, z) x . Wir erhalten also: 






(14) \i/„ = H(x,y,z)„H{x',y',z' 

und wir können uns H K definirt denken durch jede der beiden Gleichungen: 

(g) fßxXFaxG a i- faxXFßxGßx = {-l) P ^ a gygßgvfyßvH x , 

(g') fßxXfax[iG a xGß^- f a>c xfßxiiGßx.Gan - (-l)P\ a W g y g v F yv H > 
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Die Formeln (f) und (g) gehören zu einer neuen Gruppe von Identitäten. Die Functionen 
FaxG a x, Fß^Gßx, Fy^G y x-, F^ x G^x, F v>c G v x, H x 

sind sämmtlich von der dritten Ordnung, und verschwinden doppelt im Punkte yt, einfach in 
den Punkten a, ß, y, ß, V. Es müssen also auch hier lineare Relationen zwischen je dreien 
dieser Grössen stattfinden. Die Form dieser Gleichungen wird durch (f) und (g) angegeben. 
Wir setzen endlich 

(15) F(x, y, z) K xG{x, y, z) H x = H(x, y, z) x a; 

dann ist: 

YxX = H(x, y, z) K x H {x\ /, z')xA> 
also allgemein, für alle 28 ungraden Indices: 

(16) \if m = H(x,y,z) m H(x',y',z' 



Im- 



Diese 28 Functionen H m sind sämmtlich von der dritten Ordnung und haben die Ei- 
genschaft gemeinsam, dass sie an den Punkten 1, 2 • • • 7 verschwinden. Während aber die 
7 Functionen H H die besondere Eigenschaft haben, dass jede von ihnen an einem dieser 
Punkte von der zweiten Ordnung verschwindet, so ist es den 21 übrigen eigenthümlich, 
dass jede in eine Function zweiter Ordnung und eine lineare zerfällt. 

§6. 

Die im vorigen § hergeleiteten Gleichungen sind sämmtlich Identitäten, die in leicht 
erkennbarem Zusammenhange mit den a-Relationen stehen. Nicht identische Relationen 
dagegen, also algebraische Beziehungen zwischen den Grössen x, y, z und x', y' , z! erhalten 
wir, wenn wir die Ausdrücke cp xX = F xX F^ x , % K x = G x xG' xX , \\r x = H„H' X in die Glei- 
chungen (8) einführen: 

FßxGßxH* ■ Fß X G'ß x H' x = F ßx GßxHx ■ Fß x Gß X H' x , 
Fa> c Fß X G aX Gß >c ■ F a>c Fß X G aX Gß x = F a xFß x G a ^Gßx -F aX Fß x G a>c Gß X , 
F aßFyS F Xn H x ' F aß F iö F ln H 'x = G a ßG y8 Gx^ ■ G' a ßG' rS G' Xll . 
Diese Gleichungen werden dadurch erfüllt, dass man einzeln: 

FßxGßJi* = Fß x GßxHx, 
(I 7 ) \FaxFßxG a xGß yi = F a xFß yi GaxGßx, 

FaßFysFx^H^ — G a ßG r §Gxp, 
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setzt, und dieselben Relationen zwischen den entsprechenden Functionen von x', y' , z' an- 
nimmt. Zuerst lässt sich leicht zeigen, dass durch das Gleichung s System (17) nur eine ein- 
zige Beziehung zwischen x, y, z festgestellt wird. Vergleicht man nämlich die beiden For- 
meln (c) und (g') des vorigen Paragraphen mit einander, so erkennt man, dass zwischen den 
drei Functionen F a ßFy§, FßyF a §, G^^ dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen G a ßGy§, 
G ßy G aS> F Xn H *'- 

AF a ßF yS + BFß y F a5 + CGx^ — 0, 
AG aß G y5 + BGß y G a5 + CFxyfix = 0. 

Eliminirt man hier den Coefficienten A, so folgt: 

B(F a ßFy 5 GßyG a § - FßyF a5 G a ßG r s) 
+ C ( F aß F y8 F Xp H K ~ G aß G y8 G X^i) = °- 
Dies ist eine Identität. Wir erkennen also, dass von den beiden Gleichungen 

F aß F yöGß 7 G a5 = Fß y F a5 G a ßGy 5l 

F aß F yö F X^ H x = G aß G yö G Xji 

die eine nur eine identische Umformung der andern ist. Bezeichnen wir die dadurch fest- 
gestellte Beziehung zwischen x, y, z durch 

(18) L(x,y,z) = 0, 

so lehrt die erste Form, dass diese Beziehung unabhängig ist von der Vertauschung der 
Indices x, X, fi unter einander. Die zweite Form zeigt aber, dass man die Indices X, ß mit 
a, ß und auch mit y, ö vertauschen kann. Daher ist die Gleichung L — völlig unabhängig 
von der Vertauschung der Indices. Hiermit ist gezeigt, dass die zweite und dritte Formel des 
Systems (17), auch wenn die Indices ganz beliebig angenommen werden, nur verschiedene 
Formen einer einzigen Gleichung L = geben. Aus der dritten folgt aber unmittelbar die 
erste Formel. Denn da 

F aß F yS F lii H >c — G aß G yö G l^ 
G aß G yS G lx — F aß F y8 F Xx H H 

ist, so ist auch: 

F \\i G X>flx = F Xx G Xyfl\L- 

Man kann nun fragen: Ist dies die einzig mögliche Art, das Gleichung s system (8) auf- 
zulösen? Setzen wir 

F ßX G ßx H K = ^7 F ßx G ßX H X = ß ; 



64 Abriss einer Theorie der Abel 'sehen Functionen dreier Variabein. 

und nehmen an, dass die Gleichung L — nicht erfüllt ist, so ist 

A-B = L, 

wo L eine von Null verschiedene Grösse bedeutet. Dieselbe Gleichung findet statt für die 
entsprechenden Functionen von (V, /, z'): 

A'-B , = L'. 

Multiplicirt man die erste mit B' , die zweite mit A, so erhält man: 

AA'-BB' = b'l + al'. 

Die linke Seite ist, nach dem Gleichungssystem (8), Null; daher: 

F ßx G 'ßX H X L + F ßX G ßK H * L ' = 0. 

Aus dem vorhin geführten Beweise geht hervor, dass die Grössen L und Li ', wenn sie von 

Null verschieden sind, sich nur um einen constanten Factor ändern, wenn die Indices ver- 

L 
tauscht werden. Ihr Quotient — ist also jedenfalls eine von den Indices unabhängige Gros- 

se. Dann aber zeigt die letzte Gleichung, dass der Quotient 

G 'ßX H X 
F ßX 

vom Index X, 

G ßx H x 

r ß* 
vom Index x unabhängig sein muss. Daraus folgt, dass wir setzen können: 

H 'ß H 'x G 'ßX = Q F ßX ■> H ß H X G ßX = Q' F ßx , 

wo Q und Q' ebenfalls von den Indices unabhängige Grössen bedeuten. Dadurch ergiebt 
sich 

QLH ß + Q'L'H' ß = 0. 

Es unterscheidet sich also HL von Hß nur um einen Factor, welcher von dem Index ß 
unabhängig ist. Dieselbe Beziehung, wie zwischen HL und Hß, muss auch zwischen H' « 
und H K x bestehen. Denn die 28 Grössen H m sind sämmtlich Functionen dritter Ordnung, 
welche 7 Nullpunkte gemeinsam haben; zwischen je 4 derselben muss also eine lineare 
Gleichung bestehen. Es lässt sich demnach H x ^ linear durch H a , Hß, Hy ausdrücken, und 
H'^ ist dieselbe Function von H' a ,HL,H' T Ist also H' a — qH a (a — l,2---7), so folgt 
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hieraus, dass auch H' « — qH xX i st - Nun haben wir die Gleichung: (00^ — H m H' m ; es ist 
also (OOm — qti^, mithin 

,— / ± j_r 

V (o 

Dadurch erkennen wir, dass sich alle Grössen a m linear und homogen durch drei Grössen 
t,,r\,C, ausdrücken lassen müssen. 

Eine solche Auflösung der Relationen zwischen den ungraden er ist nun zwar wirklich 
möglich. Denn wenn wir irgend eine dieser Relationen auffassen, und wir entwickeln in 
derselben die Grössen a nach den aufsteigenden Dimensionen der Argumente, so erkennt 
man unmittelbar, dass dieselben Gleichungen, welche zwischen den ö" bestehen, schon 
zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen bestehen müssen. Wir erhalten also eine 
Auflösung aller dieser Gleichungen, wenn wir setzen: 

wo £,, r\, £ willkürliche Grössen bedeuten. Die später zu entwickelnden Relationen zwi- 
schen den graden und ungraden cr-Functionen zeigen aber, dass, wenn wir diese Lösung 
aufrecht erhalten wollen, der Quotient je zweier graden a gleich Eins, der Quotient eines 
ungraden a durch ein grades gleich Null angenommen werden muss; so dass alle 28 un- 
graden cr-Functionen im Verhältniss zu den graden als unendlich klein angenommen wer- 
den müssten. Deshalb ist diese Lösung zu verwerfen, und die in den beiden Gleichungen 
L(x, y, z) — 0, L(jc', /, z') = enthaltene die allein brauchbare. 

§7. 

Wir gehen nun dazu über, die in der Gleichung L — ausgesprochene Beziehung zwi- 
schen x, y, z genauer zu untersuchen. Zunächst lassen sich die Eigenschaften der Grössen 
F, G, H, welche in dem System (17) ausgesprochen sind, durch eine merkwürdige Formel 
darstellen. Aus der ersten Gleichung des Systems folgt nämlich 

HßHxGß x _ HßH x Gßx 

F ßx F ßX 

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth beider Ausdrücke durch R, so ist leicht zu sehen, 
dass diese Grösse R von den Indices völlig unabhängig sein muss. Wir bekommen also 

(19) H„H x G xX =RF xX . 

Multiplicirt man nun die drei Gleichungen 

H a HßG a ß =RF a ß, 
H r H 5 G r5 =7?F y5 , 

H X H ^G Xll =RF X ^ 
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mit einander, und beachtet, dass nach der letzten Formel des Systems (17) G a ßGy§Gx^ — 
F aß F y8 F \ix H K ist > so ergiebt sich 

(20) H a HßHyH§H x HxH^ — R , 

es ist also R gleich der dritten Wurzel aus dem Product aller 7 Grössen H a . Umgekehrt ist 
jede der Formeln (17) eine einfache Folge der beiden zuletzt aufgestellten. 
Nehmen wir irgend eine Form der Gleichung L — 0, z. B. die folgende: 



FaxFß X G a xGß x -F a xFßxG a xGßx — 0, 



so ist unmittelbar ersichtlich, dass dieselbe eine Gleichung sechster Ordnung mit den 7 
Doppelpunkten l,2---7 ist. Denn jedes der beiden Producte, aus denen L besteht, ver- 
schwindet an jedem dieser Punkte von der zweiten Ordnung. Im Punkte a verschwinden 
die Factoren F a>c und Gß x des ersten Products, im Punkte ß: Fßx und G a x, im Punk- 
te x: Fax und G a x, im Punkte X: Fßx und Gß^, endlich in den drei übrigen y, jU, v: 
G a x und Gß K . Das entsprechende gilt von dem zweiten Product. Nach der bekannten 
Formel p = j(m — \){m — 2) — d, in der p den Rang (nach Riemann's Bezeichnung das 
Geschlecht), m die Ordnung, und d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve bedeutet, ist 
somit die Gleichung L — vom Range 3. 

Zu den Punkten 1, 2- • -7, welche dem durch die Gleichung L — definirten algebrai- 
schen Gebilde angehören, und doppelt zu zählen, also als Punktepaare aufzufassen sind, 
kommen nun noch 21 andre Punktepaare. Die angenommene Form der Gleichung zeigt 
nämlich, dass dieselbe befriedigt wird, wenn gleichzeitig 

Fax — 0, Gax — 

gesetzt wird. Die erste Gleichung ist die einer Graden, welche durch die beiden Doppel- 
punkte a, yc, die zweite die eines Kegelschnitts, welcher durch die fünf übrigen hindurch- 
geht. Das Punktepaar, welches beiden gemeinsam ist, bezeichnen wir durch den Index ax. 
Dadurch sind also 28 bevorzugte Punktepaare des Gebildes, den 28 ungraden Indices ent- 
sprechend, definirt. 

Wenn nun auch durch die Bedingung, dass die Punkte 1 , 2 • • • 7 Doppelpunkte der Curve 
sechster Ordnung L — sein sollen, diese letztere noch nicht völlig bestimmt ist, so ist doch 
klar, dass, wenn wir noch die Bedingung hinzufügen, dass die weiteren 21 Punktepaare 
auf der Curve liegen sollen, nur eine Curve existiren kann, welche diesen Bedingungen 
gehorcht. Es lässt sich nun die Gleichung L — algebraisch weit einfacher definiren. Es sei 
nämlich 

F(^ri,Q=A^ + B^ 2 ri+C^ 2 C + ---+KC 3 

eine homogene Function dritter Ordnung der drei unabhängigen Veränderlichen £,, r\, £, 
deren Coefficienten ebenfalls willkürliche Grössen sind. Stellt man die Bedingung, dass 
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diese an den Stellen 1 , 2 • • • 7 verschwindet, so erhält man 7 homogene Gleichungen 

F(a a ,b a ,c a )=0 (a=l,2---7) 

zwischen den Coefficienten der Form. Verlangt man nun, dass die Function noch an einer 
neuen Stelle: t, — x, 7] — y, C, = z verschwindet, und zwar von der zweiten Ordnung, so 
treten zu diesen 7 Gleichungen noch drei neue hinzu: 

r) r) r) 

— F(x, y, z) = 0, ~^-F(x, y, z) = 0, ^-F(x, y, z) = 0, 
dx dy dz 

und es kann diesen 10 Bedingungen nur dann Genüge geleistet werden, wenn eine algebrai- 
sche Beziehung zwischen den Grössen x, y, z und den Parametern festgestellt wird. Diese 
Beziehung besteht darin, dass die Determinante dieser 10 Gleichungen gleich Null gesetzt 
wird. 

Hierdurch ist eine algebraische Gleichung zwischen x, y, z und den Parametern festge- 
setzt, die in Bezug auf x, y, z von der sechsten, in Bezug auf jedes Werthsystem (a a , b a , c a ) 
von der dritten Ordnung ist. Es ist offenbar, dass eine solche Determinante von der zwei- 
ten Ordnung verschwindet, wenn (jc, y, z) — (a a , b a , c a ) gesetzt wird. Diese 7 Punkte sind 
also Doppelpunkte der Gleichung. Ferner aber, wenn wir Curven F(£, r\, Q — kennen, 
die von der dritten Ordnung sind, durch die Punkte 1 , 2 • • • 7 hindurchgehen, und ausserdem 
einen oder mehrere Doppelpunkte haben, so wird, wenn wir für x, y, z die Coordinaten eines 
dieser Doppelpunkte einsetzen, die aufgestellte Determinante verschwinden; diese Punkte 
werden also auf der Curve sechster Ordnung liegen. Eine solche Curve ist aber diejenige 
Curve dritter Ordnung, die in eine durch x, X hindurchgehende Grade und einen durch die 
übrigen 5 Punkte gelegten Kegelschnitt zerfällt, und die Doppelpunkte dieser Curve dritter 
Ordnung sind diejenigen, in welchen Kegelschnitt und Grade sich schneiden. Somit müssen 
auch die 21 mit xX bezeichneten Punktepaare auf dem Gebilde sechster Ordnung liegen, 
welches durch das Null-Setzen der Determinante definirt wird. Daraus folgt, dass diese 
Gleichung mit der Gleichung L — übereinstimmen muss. Wir erhalten also das Resultat: 

Die algebraische Beziehung zwischen x, y, z ist dadurch charakterisirt, dass es möglich 
ist, eine homogene Function dritter Ordnung dreier unabhängiger Grössen t,, r\, £ zu bil- 
den, die an den 7 Stellen (a a , b a , c a ) von der ersten Ordnung, an der Stelle x, y, z von der 
zweiten Ordnung verschwindet. 

Uebrigens lässt sich dieser Satz auch rein formal, nämlich dadurch, dass man in ei- 
ner der Darstellungen von H x , z. B. der Formel (g) in § 5, das Werthsystem (x, y, z) mit 
(a x , bx, c x ) vertauscht, ableiten. 

§8. 

Die Gleichung L — steht in naher Beziehung zu der allgemeinen Gleichung vierter 
Ordnung, die gewöhnlich als algebraische Grundlage dieser Theorie genommen wird. Be- 
vor wir zu dieser übergehen, ist es vortheilhaft, noch eine neue Identität zu entwickeln. 
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Wie schon erwähnt, sind alle 28 Grössen H m Functionen dritter Ordnung, welche an den 
7 Punkten (a a , b a , c a ) verschwinden. Daraus folgt, dass zwischen je vier derselben ei- 
ne lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen muss. Wir wollen 
diejenige Relation aufstellen, durch welche H K x-, Ha, Hß-, Hy verbunden sind. 

Die Grössen H a , Hß, Hy sind nach Formel (g) definirt durch folgende Ausdrücke: 

fliaX F xa G xX - fxaX F iaa G v)i = ( _1 ) ' gßgygvfßy V H a , 

fjißX F KßG K x -fxßX F nß G pX = (-1) gygagvfyavHß, 

f\iyX F xy G xX ~ fxyX F \iy G \iX — (-1) ' gagßgvf a ßv H y- 

Wir multipliciren diese Gleichungen mit drei Constanten A, B, C und bilden dann ihre 
Summe. Das Resultat hat dann die Form: 

F i G xX ~ F 2 G ß x =# 5 

wo Fi und F2 lineare Functionen von x, y, z bedeuten, von denen erstere an der Stelle x, 
letztere an der Stelle ß verschwindet, während H eine lineare Function von H a , Hß, Hy 
ist. Man kann nun die drei Constanten so bestimmen, dass F2 identisch Null ist; dann ist 
F\G K x — H; und da die rechte Seite dieser Gleichung an allen 7 Stellen verschwindet, G K x 
aber an den Stellen x, X von Null verschiedene Werthe hat, so muss Fi an den Stellen x, 
X verschwinden. Daraus folgt aber, dass sich Fi von F^x nur um einen constanten Factor 
fo unterscheiden kann. Wir erhalten also: 

F \ = h F *x\ daher FiG xA = fyH xX = H. 

Die geforderte Bestimmung der Coefficienten A, B, C ergiebt sich unmittelbar aus der 
Formel 

S {(-l) ß * a f ßYll F ail }=0, 

a,ß,y y > 

welche aus (a) durch Veränderung von x in \x hervorgeht. Danach muss 

A — (-1) fßyßfxßxfxyXi B — (~K ) fyavfxyXfxaXi 
C — {~\) a ^ y faß^fxaxfxßX 

sein. Daher ist: 

^1 = fo F *X — S n \ (-l)fßyufuaxfxßxfxyX F xa \ , 
a,ß,y <- J 

H = foH»x = (-ir lX gv S U-l^gßgyfßy^fßyvfßvxfy.xHa}. 
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Hierdurch ist die gesuchte Darstellung gewonnen, sobald die Constante /o bestimmt ist. 
Setzen wir nun in der ersten dieser beiden Gleichungen (x,y,z) — {ay, by, Cy), so ver- 
schwindet F x y, während 

F xX in (-l)1 x Vr*l, ^a in (-l) 7|xa / r «x 
übergeht, so dass sich ergiebt: 

(- 1 ) fy*xfo = S \{-ly^ a+ " X(X fßyy.fnaXfxßxfxYXfyax\- 



a,]8 



Oder: 



aß ^ - 1 

= (-1) (faXiifayxfßyßfßxX-fßlßfßyxfa'Ynfaxx)- 

Nun ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn wir noch das Vorzeichen (— l)^l x 
hinzufügen, nichts andres, als g v ; daher ist 

/0 = (-l) M|x gv, 
und somit: 

(2D #,* = S U-l) ßY]a gßg 7 fß„xfy.xfßynfßyvHa}. 

Vergleicht man dieses Resultat mit Formel (81) des ersten Theils, so erkennt man, dass die 
Beziehung, welche zwischen H^x, Ha, Hß, Hy besteht, genau dieselbe ist, wie die, durch 
welche v x ^, v a , vn, v r verbunden sind. Daraus muss der allgemeinere Schluss gezogen 
werden, dass überhaupt je vier der 28 Grössen H m durch dieselbe Gleichung verbunden 
sind, wie die entsprechenden Grössen v m . Diese sind nun lineare Functionen dreier un- 
abhängiger Grössen u, u', u" , von der Form: v m — a m u + b m u' + c m u"; umgekehrt können 
letztere linear aus irgend drei der Grössen v m gebildet werden. Wenn wir nun drei Functio- 
nen dritter Ordnung 

H(x,y,z), H(x,y,z), H(x,y,z), 

definiren, welche aus drei der Functionen H m ebenso gebildet sind, wie u, u', u" aus den 
entsprechenden Grössen v m , so muss umgekehrt jede Function H(x, y, z) m sich durch diese 
drei in derselben Weise darstellen lassen, wie v m durch u, u' , u" . Demnach erhalten wir fol- 
gende Darstellung der 28 Functionen H m durch drei von den Indices unabhängige Grössen: 

(22) H m = a m H + b m H + c m H. 
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§9. 

Durch jedes lineare Aggregat der Grössen H, H, H ist eine homogene Function dritter 
Ordnung dargestellt, welche an den 7 Doppelpunkten des Gebildes verschwindet. Setzen 
wir ein solches Aggregat gleich Null, so schneidet die durch diese Bedingung definirte 
Curve dritter Ordnung die Curve sechster Ordnung L = 0in3-6=18 Punkten. Daher 
verschwindet jedes derartige Aggregat (welches wir eine allgemeine //-Function nennen 
wollen) ausser in den 7 Doppelpunkten noch in 18 — 2-7 = 4 weiteren Punkten. Die letzte- 
ren fallen paarweise zusammen, wenn die //-Function eine der 28 Grössen H m ist, und diese 
beiden Punkte, in denen H m , ausser den allen gemeinsamen, noch zweifach verschwindet, 
sind identisch mit dem durch den Index m bezeichneten Punktepaare. Denn nehmen wir 
zuerst m — xX , so ist H m — F x x G x x . In dem Punktepaare xX verschwindet sowohl F x x 
als G K x-i daher verschwindet das Product in demselben von der zweiten Ordnung. Setzen 
wir aber m — x, so folgt aus der Formel 

G aß G yö G X^i — F aß F y5 F ?iii H x, 

dass die Function H x in dem Doppelpunkte x der Curve L — von der dritten Ordnung 
verschwindet. Denn jeder der drei Factoren des auf der linken Seite stehenden Productes 
wird gleich Null, wenn (x, y, z) = (a x , b x , c K ) gesetzt wird, während die drei Grössen F a ß, 
Fyg, F^^ von Null verschiedene Werthe erhalten. Wir können also auch hier sagen, dass H x 
ausser in den Punkten 1 , 2 • • • 7 noch zweimal in dem Doppelpunkte x verschwindet. 

Bilden wir also den Quotienten zweier allgemeinen //-Functionen, so erhalten wir eine 
rationale Function der durch die Gleichung L = verbundenen Grössen (x, y, z), welche 
vom vierten (in speciellen Fällen vom dritten) Grade ist, da sie an vier Stellen verschwindet, 
und an eben so vielen unendlich wird. Daraus geht hervor, dass die Gleichung 

M(H,H,H) = 0, 

welche zwischen //, //, H besteht, von der vierten Ordnung ist. Fassen wir diese Grössen 
als neue Veränderliche auf, und zwar als homogene Coordinaten einer Ebene, so ist M — 
eine Curve vierter Ordnung, und aH + bH + cH — die Gleichung einer Graden, welche 
diese Curve in vier Punkten schneidet. Setzen wir für a, b, c eins der 28 Systeme a m , b m , c m , 
so fallen die vier Schnittpunkte paarweise zusammen; es sind also H m — die Gleichungen 
der 28 Doppeltangenten dieser Curve, und wir sehen, dass den 28 Punktepaaren m in dieser 
Curve die 28 Paare von Berührungspunkten der Doppeltangenten entsprechen. 

Die Gleichung M — lässt sich nun in mannichfachen Formen darstellen, bei denen 
diese Eigenschaft der 28 Graden in Evidenz tritt, und die in naher Beziehung zu den 0- 
oder cr-Relationen stehen. In § 1 wurde nämlich gezeigt, dass, wenn wir die sechs Zerle- 
gungen m — ab, m — a'b' etc. eines von verschiedenen Index m in je zwei ungrade Indices 
vornehmen, zwischen je vier der sechs Producte 

a a Ob, o a '<?b' etc. 
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eine lineare homogene Gleichung besteht. Nun ist nach Formel (16) allgemein für jeden 
ungraden Index n: 

cool = Vn = H n H' n ; 

es muss also eine lineare Gleichung bestehen zwischen je vier der sechs Ausdrücke: 

V H a wHj, V H a V H b , vH a ' wHy V H a , V H b , etc . 
Hierin ist allgemein 

H n = a n H + b n H + c n H, 

H^ünH' + bnW + CnW. 

Nun ist das Werthsystem (H, H, H) unabhängig von dem andern (H r , H', H'); wir kön- 
nen also dem letzteren einen willkürlichen Werth beilegen, der nur der Gleichung M — 
genügen muss. Dieser Werth kann so gewählt werden, dass einer der vier Ausdrücke ver- 
schwindet. Daraus folgt, dass eine Relation bestehen muss zwischen je dreien der sechs 
Ausdrücke: 

Vh^VW^, etc. 



H a VH t 

Daran knüpft sich noch eine andere Folgerung. Es seien a, b, c, d vier von einander ver- 
schiedene ungrade Indices, deren Product ab cd gleich dem Index ist; dann ist das Pro- 
duet der vier Wurzelgrössen \fWa, \fflb, \/H~ c , \ffld rational durch die drei Veränderlichen 
H, H, H ausdrückbar, und zwar in der Form einer homogenen Function zweiter Ordnung. 
Denn setzt man ab — m, so folgt aus der Voraussetzung abcd — 0, dass auch cd — m ist. Es 
sei nun m — ef eine dritte Zerlegung des Index m in zwei ungrade Indices; dann ist nach 
dem eben bewiesenen Satze \fH~ e \/H~f linear darstellbar durch \f~Ha\fH}, und \ffT c \/T[d. Er- 
hebt man in dieser Gleichung beide Seiten ins Quadrat, so ergiebt sich eine lineare Relation 
zwischen 

H a Hb, Hclid-, H e Hf und vH a 



HbVHcVHj. 



Damit ist der eben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Hieraus folgt z. B., dass das Product der Grössen \/H^, VHx, y/W^x, \/~Hx^ gleich 
einer Function zweiter Ordnung von H, H, H ist; und da H^Hx^ eine ebensolche Function 
ist, so erkennt man, dass der Quotient 



^Vh 



HU 



^Vh, 



Xjx 






gleichfalls eine rationale Function dieser Grössen ist, die nur von den Verhältnissen der- 



xX 



selben abhängt. In derselben Weise lässt sich darstellen. Dadurch sind zwei in Bezug 



xjl 
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auf x, y, z lineare Gleichungen gegeben, mit deren Hülfe sich die Verhältnisse dieser drei 
Grössen rational durch die Verhältnisse von H, H, H ausdrücken lassen. Es zeigt sich also, 
dass die ursprüngliche Gleichung L — aus der neuen, M — 0, ebenfalls durch rationale 
Transformation hervorgeht. 

Die verschiedenen linearen Gleichungen zwischen den Wurzel-Functionen 



H a vHt,, \iHai\/Hy etc., 

deren jede als eine Form der Gleichung M — angesehen werden kann, zerfallen in drei 
Gruppen, je nachdem der Index m ein-, zwei- oder dreigliedrig ist. Für einen eingliedrigen 
Index, m — x, hat man, den sechs Zerlegungen entsprechend, folgende Gruppe von sechs 
Grössen: 



HavH 



für einen zweigliedrigen, m — >cX : 



H y \[H. 



JK1 



fHxyfth 



und für m — xX\i — aßyö: 



VhZVh^, VhZVh. 



Lyx' 



l yX 



fix 



'/iA? 



H^yHi 



yü% yüyiyi , V H ß vH^ , V Hß y vH ad , 
VtiyaVHßs, VH a ßVH rS . 

Zwischen je drei Gliedern irgend einer dieser Gruppen besteht eine lineare Relation. Es 
ist leicht, zu sehen, dass sich im Ganzen sieben solcher Gleichungen aufstellen lassen, 
deren Form verschieden ist; davon gehört eine der ersten, zwei der zweiten und vier der 
dritten Gruppe an. Diese lassen sich ohne jede Schwierigkeit aufstellen, da sie unmittelbare 
Folgerungen der in § 5 entwickelten Identitäten sind, wenn man die beiden Formeln des § 7: 



H^Ht, G„j — RF 



tx^X^xX 



xX 5 



H1H2H2 • • • Hq = R 

hinzunimmt. Ans der ersten folgt nämlich, da F K xG K x — H K x ist: 

H x H X H xX= R { F xX) ■ 

Wir haben nun die Quadratwurzeln aus den 28 Grössen H m zu bilden. Die Vorzeichen 
der 7 Grössen \fii^ mögen willkürlich gewählt sein; \[R bestimmen wir dann so, dass die 
Gleichung 



(23) 



'H\ VH2VH3 ■ ■ ■ Vh-j — (Vr) 
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gilt, und VH^x so, dass 




(24) 


Vh„Vh x Vh x?l = Vrf xX 


ist. Dann folgt von selbst: 




(25) 


VrVh^ 

\JH K \fti x 



Setzt man diese Ausdrücke für die Grössen F und G in die Gleichungen a bis g des § 5 ein, 
so erhält man folgendes System: 



(A) 
(B) 

(C) 

(D) 

(E) 
(F) 

(G) 



S {(-l) ßr]a f ß y,VH^VH^}=0; 
a,ß,Y ^ ) 

a,ß,y *• J 



fxyafxßövHß r VH a5 - fxßyfxaSvHyaVHßs 
gxfxßyfxa8^ H ^ H xX ~ gnfßßYf^a5^ H X^ H ^ß 

x,X,H l J 

S {(-l) ßrla gafanvVH^VH^}=0; 
a,ß,Y L J 

fß xX vHax yti a X ~ faxX ^Hß H vHß x 

= (-lf a g r gngvfYfiv^H^Vfh- 



Von diesen Gleichungen giebt die erste die Form der Relationen der ersten Gruppe, die vier 
folgenden (B), (C), (D), (E) die der dritten, und die beiden letzten die der zweiten Gruppe. 
Wir bemerken noch, dass die Formel (19) auch dazu benutzt werden kann, aus den 
Identitäten des § 5 andere abzuleiten, die zwischen Functionen der vierten oder fünften 
Ordnung bestehen. Von diesen ist eine bemerkenswerth, weil sie zu einer besonders einfa- 
chen Relation führt, die zwischen den Variabein der beiden Gleichungen L — und M — 
besteht. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 



s{(- 



■ 1 



(X\x\>t. 



H,X,[X 



x X\i 



} 







mit H^H^H^, und ersetzt H^H^Gx^ durch RFx^, so ergiebt sich: 

S U-1) X ^H«F X A=0. 
■.x.ll *- > 



x,X,ix 
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Der Ausdruck auf der linken Seite kann dargestellt werden als eine lineare Function 
von x, y, z, deren Coefficienten linear in H, H, H sind. Letztere Grössen wollen wir für den 
Augenblick als unabhängige Constanten ansehen. Setzen wir dann x = a K , y — b K , z — c x , 
so wird F^ K und F x x — 0, während ( — 1) ^F^^ gleich f x Xß wird; daher geht die linke 
Seite der obigen Gleichung über in 

fxXyfl* = / x a m (a x H + bji + cji) . 
Es wird also für x = a x , y — b^, z — c x der obige Ausdruck identisch mit folgendem: 

fa ß (xH + yH + zB). 

Dasselbe muss stattfinden für x — a%, y — bx, z — ex, und für x = a^, y — b^, z — Cp\ 
mithin müssen beide Ausdrücke überhaupt für alle Werthe der Veränderlichen identisch 
sein. Daraus folgt: 

(26) xH+yH + zH = 0. 

§10. 

Ehe wir die Theorie der beiden Gleichungen L — und M — verlassen, wollen wir 
noch eine lineare Beziehung zwischen den Differentialen der Grössen H aufstellen, von der 
wir später Gebrauch machen werden. 

Die Gleichung M — wurde in expliciter rationaler Form nicht aufgestellt. Aus ih- 
rer Existenz aber folgt, dass zwischen den Differentialen dreier Grössen H a , Ha, Hy eine 
lineare Relation besteht: 

A dH a + B dH ß + C dH r = , 

in welcher A, B, C rationale Functionen der Grössen H bedeuten, die offenbar der Bedin- 
gung 

AH a + BH ß +CHy = 

genügen müssen. Man kann zu dieser Gleichung gelangen, indem man irgend eine der 
Formen, in denen die Gleichung M — gegeben ist, differenzirt. Wir wählen die Form (E). 
Das Resultat der Differentiation hat dann die Gestalt 

A + ß = 0, oder A = -ß, 

wo 



,X\i\x V n Xix 
*c,X,n I VHx 



A= S {(-\) A ^^±dH„\, 



B= S \{-\) X ^^LdHx 
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Beide Ausdrücke formen wir um. Den ersten zunächst dadurch, dass wir nach Formel (24) 



Vh^h durch 



RF, 



Xß 



ersetzen; dadurch erhalten wir: 



A= S { (-1) A ^ 
x,X,ß 



/ H X VHfj, 



VRF Xß dH M 



H^vHt, vHi, 



oder: 



HisvHj VH,,A 



ixvn x 



R S {(-l)W"F kß dH x 



}• 



Wenn wir auf die rechte Seite dieser Gleichung dieselbe Operation anwenden, welche wir 
am Schluss des vorigen Paragraphen ausgeführt haben, so ergiebt sich: 



s{(- 



x,X,ß 



l) X ^F Xß dH x }=f„ Xß (xdH + ydH + zdH). 



Für diesen Differential-Ausdruck führen wir eine besondere Bezeichnung ein: 



(27) 
Danach ist 



xdH + ydH + zdH = A. 



Vh^Vh^Vh^A = f xXß VRA. 
In dem zweiten Ausdrucke multipliciren wir jedes Glied mit dem Product 

vH M VH x VHh VH x m v H Hil vH xX — P. 



Es ist alsdann 



PVH, 



Vh- 



— vHxVHivH-i ■ VHxVHuVH. 



Xß 



x v 11 ß v L1 xß 



RF xX F *ß> 



mithin ist 



PB = R S {(- 

X,X,ß *• 



■l)W*F xk F xll dH kll }. 



Mit Hülfe der Gleichung (21) lässt sich jedes der Differentiale dH x ^, dH^ x , dH xX , mithin 
auch die ganze rechte Seite der Gleichung, durch dH a , dHß, dHy ausdrücken. Wir setzen: 

S ( (_ 1 ) W*F„ k F xll dH X]X } = <p! dH a + <p 2 dH ß + <p 3 dH 7 , 
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und beschränken uns darauf, q>\ zu bestimmen, da die beiden andern Grössen daraus durch 
Vertauschung des Index a mit ß, bezüglich y, abgeleitet werden können. Nach (21) ist 

dtila — S \ {-^r^ a gßgyfßXu.fyXafßyxfßyvdti a > ; 
a.ß,y <■ ' ' ■> 

daher ist 

9i = {-l)M a gßg r f ß7V s {(-l) X ^fß lß f yXß f ßrK F xl F x A. 

Wir betrachten nun die quadratische Function 

<p(x,y,z)= S {(-l^fßXnfrXnfßy^xFxA, 

bei deren Umformung wir von der zwischen x, y, z bestehenden Beziehung L — absehen. 
Setzen wir nun F^ — 0, so reducirt sich die Summe auf das erste Glied. Zugleich aber 
reducirt sich die zwischen F K x, Fß^, F^x bestehende Gleichung auf folgende: 

(-l) M *fß ß lF xX + {-Xf^f^xFßX = 0, 

oder 

fßXn F xX — (-1) fxXß F ßX- 
Wir erhalten also, immer unter der Voraussetzung, dass F^^ — ist: 

<p{x,y,z) = (-ir ll+ß ^fxXnfyXnfyßxFx ß F^. 
Nun ist aber nach Formel (d): 

fyXßfyßx F Xß F xii- fylßfrxpFxpFßx — (-l) x| + ^^gagvG av ', 
mithin, da F^ = vorausgesetzt ist: 

fyX\ifyßx F Xß F x\L = ( _1 ) + gagvGav, 
<P(x, y, Z) = -g a gvfxXn G av 

Diese Relation ist hergeleitet worden unter der Voraussetzung Fx^ — 0. Es ist aber leicht 
einzusehen, dass sie identisch bestehen muss. Denn sowohl die rechte als auch die linke 
Seite ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices h, X, ß. Es muss also 

(p(x,y,z)+g a gvf*Xß G av 
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theilbar sein durch die drei linearen Functionen F^^, F^ x und F K x- Da dieser Ausdruck 
aber nur von der zweiten Ordnung ist, so folgt, dass er identisch Null sein muss. Setzen wir 
den so gefundenen Werth von <p(x, y, z) ein, so folgt jetzt 

<Pl = -(-l) ß7la gagßgygvfxX ß fßyvGav 
Daraus ergeben sich 92 und (fh, durch Vertauschung der Indices a, ß, y. Nun war: 

PB = R(cpi dH a + <?>2 dH ß + <p 3 dH y ) ; 
mithin ergiebt sich: 

-PB = g agß g Y g v f„ Xll R S {(-l)M a f ßyv G av dHa}, 

und da A — —B ist, so folgt: 

S U-l)M°f ßyv G„ydH a } = ^^~*^ A . 
a >ß>7 L ' ' J gagßgygvVR 

Wir ersetzen in dieser Formel noch 

RF(xy dHct 

G av durch , und — — durch dlogH a ; 

H a M v H a 

dadurch ergiebt sich schliesslich: 

(28) S U-l)^f ßrv F av dlo g H a \ = VmTßVH^V^y ^ 

«^>r L J gagßgygvWRy 

wo das Differential A durch die Gleichung (27) definirt ist. - Aus dieser Formel lässt sich 
nun leicht eine Relation zwischen dlogH a , dlogH ß und dlogHy herleiten, z. B. dadurch, 
dass man v mit x vertauscht, und aus den beiden Gleichungen, die man so erhält, A eli- 
minirt. Aber wir begnügen uns mit dieser einfacheren Formel, die für spätere Zwecke aus- 
reicht. 



§11. 

Durch die bisherige Untersuchung sind die Quotienten je zweier ungraden O" definirt 
als algebraische Functionen zweier den Gleichungen dritten Ranges: L = und L' — 
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genügenden Werthsysteme x : y : z und x' : y' : z' ■ Nimmt man das letztere als constant an, 
betrachtet also den Quotienten — — als abhängig von (x, y, z) allein, so ist 

Gm V tl m 



<?n VH n 



wo c eine Constante bedeutet. Der Quotient — — wird an zwei Stellen Null, an zwei Stellen 

H n 

unendlich, beides von der zweiten Ordnung. Der Quotient — — hat daher, obgleich er keine 

rationale Function ist, doch an jeder Stelle des Gebildes den Charakter einer solchen, und 
wird an zwei Stellen Null von der ersten Ordnung, an zwei andern ebenso unendlich. Ferner 

ist das Quadrat eines Quotienten — — eine rationale Function, und in gleicher Weise das 

Product mehrerer verschiedener — , — etc., wenn nur zwischen den Indices a, b, c, d etc. 

Ob <5d 

die Bedingung stattfindet, dass der aus allen zusammengesetzte gleich dem Index ist. 
Dieselben Eigenschaften zeigen diese Quotienten, wenn wir sie als abhängig von (V, y', z') 
auffassen. 

Es sind nun zunächst, wenn wir die Bedingung zwischen den Grössen L, durch wel- 
che die Veränderlichkeit der Argumente beschränkt wird, beibehalten, zwei Aufgaben zu 
lösen: erstens, den Quotienten zweier graden a, und dann: den Quotienten eines graden 
und eines ungraden, als algebraische Functionen der beiden Grössensysteme (x, y, z) und 
(x', y' , z') darzustellen, und deren Eigenschaften zu bestimmen. Wir haben also jetzt Rela- 
tionen zwischen den graden und ungraden o aufzustellen. An solchen Beziehungen zwi- 
schen diesen 64 Grössen ist ein sehr beträchtlicher Reichthum vorhanden; und wenn es 
nur darauf ankäme, überhaupt Ausdrücke für die gesuchten Grössen aufzustellen, so würde 
diese Aufgabe rasch gelöst sein. Aber diejenigen Darstellungen, welche man durch directe 
Elimination erhält, lassen nicht sämmtliche wesentlichen algebraischen Eigenschaften die- 
ser Grössen unmittelbar erkennen, deshalb muss die Untersuchung einen etwas längeren 
Weg einschlagen. 

Wenn man in der zwischen vier Producten ungrader Theta-Functionen 

®aii®av, ®ß{i®ßv, ®yß®yv, ®A/i®Av 

bestehenden linearen Gleichung die Argumente vermehrt um dasjenige halbe Periodensy- 
stem, welches zum Index A/i gehört, so verwandelt sich dieselbe in eine lineare Relation 
zwischen 

Man erhält diese Gleichung aus der Fundamental-Formel (1), indem man dort 

k — X, 1 — XjlV, m — Kjl 
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setzt. Wir erhalten dann, da kl ein ungrader Index ist: 

7 



a=0 



= 0. 



Hier verschwinden diejenigen Glieder, die den Werthen der Summationsbuchstaben: a = 0, 
x, /i, v entsprechen; wenn wir also mit a, ß, 7 die von x, X, ß, V verschiedenen primitiven 
Indices bezeichnen, so sind dem Summationsbuchstaben die Werthe X, a, ß, /beizulegen. 
Wir erhalten somit: 

(-i) (o ' MV ' a ^W*;tv0o0Mv 
+ s {(-i) (Xa ^ va ' Xvßr) c a ^c a , v e aX e ßr A^o. 

a,ß,y ^ J 

Nun ist für (0, ßv, aßyv): 

K = v, L = 0, M-0; 

daher: 

(0, ßv, aßyv) — aßyv \ ßv + ßv \ aßyv = 1 mod2. 

Für das Zeichen (Act, A/ivct, Xvßy) dagegen ist: 

K — Xv, L = X, M — Act; 

und da 

AjUvet | Xvßy+Xvßy \ Xßva = mod 2 

ist, so erhalten wir: 

(Act, AjUvct, Xvßy) = Xv \ Xa + X \ Xßva + Xa \ Xvßy. 
Für A v | Xa können wir setzen: 1 + Act | Av; daher für 

Xv |Act + Act \Xvßy. 1+Act \ ßy, 

oder: 

1+A \ßy+a\ßy. 

Wir erhalten daher: 

(Act, AjUvct, Xvßy) = 1 + ct \ ßy+X \ ßy+X \ Xßva. 
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Nun ist 

X | ßy+X | Xßva = X \ Xiivaßy = X \ x, 
a | ßy = ßy\ a; 



mithin: 



(Aa, Xßva, Xvßy) = l + X \ x + ßy\ a mod 2. 



Wenn wir nun in die obige Gleichung die Grössen a einführen, so erhält dieselbe, nach 
dieser Bestimmung der Vorzeichen, folgende Form: 

Wir haben jetzt den Coefficienten 



'^axji^axv 



e ßyx>-aX 



e xXß e xXv^v 



= Q 



in eine Function der unabhängigen Parameter umzuformen. Zunächst ist nach Gleichung 
(79) des ersten Theils: 

l_aX_ _ Sa8x^^v e ^v , 

Ipv Sßgvlah e aX 

^axii^axv e ßyx e liv^X _ 
e xX\i e xXv e aX 

ü _ -gagxh l v F 
g^igvlah^X 

e x l\ = -r 4 l 2 g x 
„ gahl^v r. 

Q = ^m r E - 

rl l g\Lgvla 

Wenn wir in dem mit E bezeichneten Quotienten die Producte e aX , e^ v , e x in ihre 
Factoren entwickeln, so heben sich alle Factoren des Nenners gegen solche, die im Zähler 
enthalten sind; es bleibt übrig ein Product von 16 Factoren, das sich in vier Theile zerlegen 
lässt: 

e ßyx e ßyX e ßxX e y>cXi e ßX\i e ßXv e ß\iv e X\LV, 
^a>c[i^a>cv^a\iv e >c\iv-, e yXy e yXv e yyv e Xyv 



setzen wir nun 



so ist demnach: 



oder, da nach Formel (69) 



ist: 
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Diese vier Producte sind nach den Formeln (51) und (64) bezüglich gleich: 






Das Product aller ist also: 



E — r l a l ßlyl ^Ixl^h j ap.v j ßyXJyaxj aß * 



All 



r l laJap.vJßyXJyaxJaß-> 



mithin: 

_ SaJaiivJßyXJyaxfaßx 
gpgv 

Jetzt können wir die Gleichung in ihrer entwickelten Form hinschreiben: 



(29) S {(-l) ßY]a gafaßxfayxfanvfßyX<?aX<?ßyx} = (-^gßgv^O^ 

a,ß,y <■ > 

Multipliciren wir dieselbe mit 



CaGßOyCxCx 

und führen die neue Bezeichnung ein: 

GxOx< s \i, a >cX V i 

ö ^ui 

so erhalten wir zwischen den drei Grössen G)«y x , 0)y a >c, <X>aßx folgende lineare Gleichung: 

(30) S \(-l) ßY]a gafaßxfayxfaLivfßyX(PaXO)ß rx } = (-l) X] *gL l g v XLiv, 

a,ß,y <■ J 

in welcher für die Grössen (p und % ih re Ausdrücke durch (jc, y, z), (xf, y', z'), nämlich 

<PaX - F a\ F aXi %^v = G^ v G ßv 
einzusetzen sind. 
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§12. 

Wir wollen im Folgenden x' , y' , z' als unveränderliche Grössen betrachten, so dass sich 
(p a x von F a x, Xjxv von G^i V nur um constante Factoren unterscheiden. Aus der entwickelten 
Relation zwischen den Grössen C0ßy x , Cöyax, (daß* lassen sich zwei neue Gleichungen 
zwischen denselben Grössen dadurch ableiten, dass wir X mit }X und v vertauschen. 

In allen drei Gleichungen sind die Coefficienten von COßy x , (Oy ax , (O a ß >c lineare homo- 
gene Functionen von x, y, z, und zwar verschwindet bei allen dreien der Coefficient von 
(üßyx im Punkte a, der von (üy aH im Punkte ß, der von (Oaß^ im Punkte 7. Ferner steht in 
allen drei Gleichungen auf der rechten Seite eine homogene quadratische Function, die in 
den vier Punkten a, ß, 7, x verschwindet. Wenn wir diese drei Gleichungen mit willkürli- 
chen Constanten ex, c^, c v multipliciren und addiren, so muss die resultirende Gleichung 

A(üßy x + B(Oyax + C&aßy, = D 

dieselben Eigenschaften haben. Wir können nun, da A eine lineare Function von x, y, z 
ist, die im Punkte a verschwindet und drei willkürliche Grössen ex, c^, c v enthält, diese 
letzteren so bestimmen, dass der Coefficient A identisch Null ist. Dann reducirt sich die 
Gleichung auf folgende: 

Bo)yax + C(O a ß x — D. 

A, B, C, D sind durch folgende Ausdrücke gegeben: 

A - (-1) * a gafaßxfayx^ S {cxfa^vfßyX F a X F ax} , 

B - (-1) Sßfßyxfßax S \ CxfßnvfyaX F 'ßX F ßX \ > 
C = (-l) a ^ l7 g r / r ax/ 7J 8x S \Cxfy[ivfaßX F yX F yX } , 

D= S U-l^Cxg^gvG'^G^X. 
X,H,v <■ > 

Hier sollen c^, Cu, c v so bestimmt werden, dass A identisch gleich Null wird. Nun besteht 
nach Formel (a) zwischen F a x, F aji, F av die Identität: 



S {(-i) mv| v«mv^4= - 

l,jU,V <■ i 



Mit dieser muss die Gleichung A — identisch sein; daraus folgt, dass wir 

C X~ C \ *■) Jßyntßyv* 'an* av> 
Cjx^c(-\) v ^fßyvfßyxKvKx' 
c v = c(-l) A/i|v ' fßyxfßyii F aX F 'aii 



Abriss einer Theorie der Abel'schen Functionen dreier Variabein. 83 

zu setzen haben. 

Dem Factor c können wir einen beliebigen Werth beilegen. Im Uebrigen sind jetzt B, C, 
D bestimmte Functionen von x, y, z, deren Ausdruck wir vereinfachen müssen. B ist linear 
dargestellt durch Fß X , Fß^, Fß v ; wegen der Relation, die zwischen diesen Grössen besteht, 
muss sich B auch in dieser Weise ausdrücken lassen: 

B = BiFß fl +B 2 Fß v . 

Um nun B\ zu bestimmen, haben wir (x, y, z) = (a v , b v ,c v ) zu setzen; dann wird einerseits 

ß = (-l) v|/3 % Mv ßi, 
andrerseits, da 

F ßx m(-l) y ^f ßXv , F ßß m(-l) v ^fß ßv , F ßv mO 
übergeht: 

B= (-l) Ya]ß gßfßy„fßa.S {{-\) V \ ßX C X fß Xv fß^f yaX F'ß X \. 
Daher ist: 

(-iy^ Bl = {-iy a \ ß g ßfß Y jßaJßx v s^{{-\y^c x f 7aX F'ß X }. 

Setzt man hier für c x seinen Werth ein, so verwandelt sich 

s {(-iy^c xfraX F> x } 



X,ß 



in 



oder, da 
ist, in 



c fßyvKv„ S H _1 ) + fyßy.fyaX F 'ßX F aii\ > 
v\ßX+iiv\X=ii\X + a\ß + av\ß mod 2 
(-l) aVlß f ß7V F^S {{-l) a \^ X f J ß li f yaX F'ß X F' a A. 

A. . LI. v ' 



Der Formel (c) zufolge ist aber: 



S {(-l) a ^ + ^f r ß ß f 7aX F^ x F^}^g x8v G' xv ; 
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daher folgt: 

(_l)v|/fc Ä1 = (-iy a W 8 ßfß r Jß a «fß Xv c(-l) av \ßf ßrv F^g x8v G'„ v , 

oder da 

v\ßli + ya\ß + av\ß = v\ii + Y\ß 

ist: 

ß l = c (~!) gßgxgvfß r xfßaxfßlvfßyv F av G '}cv 

Den andern Coefficienten B 2 erhalten wir aus diesem durch Vertauschung von ß und v. Es 
ist also: 

B = c{-\)^g ß g K fß 7 Jß aK S v {(-\) V ^ gvfßyvfßXvKvG'xvFß^ . 
Der Ausdruck C entsteht aus B durch Vertauschung von ß mit 7. Es ist daher: 

C = c(-l) ß]r g r gxf ßrx f r ax S {(-l) V ^gvfß rv f 7 x v Fa V G' xV F m \ . 

In ähnlicher Weise lässt sich D umformen. Dieser Ausdruck ist zunächst linear durch 
Gp,v,G v x,Gx<i dargestellt; da aber zwischen diesen drei Grössen ebenfalls eine lineare 
Relation besteht, so muss D auch auf diese Form gebracht werden können: 

D = D x G Xv + D 2 G Xß . 

Hier können wir Di wiederum dadurch bestimmen, dass wir (x, y, z) — (a Vl b Vl c v ) setzen; 
dadurch geht 

(_l)V\ßV (-i)v\lv 

G MV in ^ '- , G vX in ^ '- , G Xß in 



über; demnach erhalten wir: 

(_l)v|Av 



X,jx 
oder, wenn wir für c x seinen Werth einsetzen: 



Di=sU-lf\^ v c x g,G> ßV }. 

Au '. y J 



{ -^-D { =cf ßYV F' a S U-l)^ +V ^ V+ ^ X g,f,ßyF',aG', v }. 

£\; AAL ^ ' 



l,ß 
Nun ist 



x- 



v \jiv + jiv I A = \+Xji | xv + Ax | ju; 
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daher ist: 

Dl = -(-l) VlXV+X ^ V cg v f ßrv F^S {(-l) X ^g»f, ß7 F^ v \. 

Nach der Formel (f) ist aber: 

+(-l) AM|x g*/x/5ÄÄv = 0; 



daher ist 
oder, da 



Dl = {-\) v \ Xv+X ^ v cg v f ßyv F' avgx f >c ß y F' xa G', 



v\Xv + Xß\v = l + v\ß ist: 

D l = -(-!] ) c gxgvfßyxfßyv F 'ax F 'av G 'xv 
Der andere Coefficient, D2, ergiebt sich durch Vertauschung von ß und v. Es ist also: 

D = -cgxfßyxFax S < (-l) v| ^ gvfßyv F 'av G 'xv G lv f • 

Wir setzen nun 

c= (_1)^_3e_. 

gx/ßyx 

Dann erhalten wir die drei Coefficienten unsrer Gleichung ausgedrückt durch folgende 
Formeln: 



B - gßfßax S { (~1) V 8vfßyvfßXv F 'av G 'xv H 'x F ßvL f > 

C — gyfyax S < (-i) Vlti gvfßyvfyXv F !)iv G 'xv H x F 7^ \ ' 
D=(-lf^ S v {(-iy\» 8v f ß ^ v G' xV H'«G Xv }-, 



oder, wenn wir für den Augenblick 

(-\) V ^gvfßyv F 'avG' KV H' K = H, (-l)^ V gtifßYLi F aii G 'xli H x = r 2 
setzen: 

ß - gßfßaÄfßXv F ß^i r l+ fßXii F ßv r 2), 
-C — gyfya>c(fylv F rß r l + /yA/i^yv^), 
ö-(-l/ lr ^(GA V n + G AAl r 2 ). 
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Ans dieser Darstellung geht eine eigenthümliche Relation zwischen diesen drei Grössen 
hervor. Es ist nämlich, der Formel (d) zufolge: 

gßfßaxfßXvGßii-gyfyaxfylvGyii — {-\)^ y F ax Fx v ■ 
Wenn man nun, was nach (19) erlaubt ist: 

RFß n RFyu 

Gr., durch — ^— , G vu durch — , 

Pli H ß H/ m H 7 H^ 

F a>c durch , F Xv durch 

ersetzt, und beachtet, dass das Product aller Grössen H a gleich E? ist, so erhält man fol- 
gende neue Formel: 

SßfßaxfßXv H y F ß^-SyfyaxfyXv H ß F y^i = ( _ 1) "G ax Gx v - 

Hieraus folgt: 

BH y + CHß = (-l)^ lr Gax(G Av ri + G A/i r 2 ); 

mithin ist: 

D= ^(BH 7 + CHß). 

Dadurch erhalten wir die Gleichung 

B(Oyax + C(O a ß x — —^ (BH 7 + CHß ) , 



G 
oder: 



B ( m H Y F a \_ f H ß F a \ 



Für die beiden linearen Functionen B und — C, von denen die letztere aus B durch Vertau- 
schung von ß mit y hervorgeht, wollen wir nun eine bleibende Bezeichnung einführen. Die 
ursprüngliche Darstellung von B war symmetrisch in Bezug auf die Indices X, ß, v, die 
neue in Bezug auf X und y; daher wird B durch die Vertauschung der vier Indices y, X, 
ß, v unter einander nicht geändert. Ausserdem aber wird dieser Ausdruck auch dadurch in 
seinem Werthe nicht geändert, wenn man a mit k vertauscht; dies zeigt die zweite Form, 
denn wegen der Gleichung Li — ist 

17' fi fj f fi ff fjf 

Wir können also den Ausdruck B bezeichnen durch die beiden Indices ß und an. Setzen 
wir 

B = M ß,ax, 
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so ist 

— C = My a>i \ 

daher geht unsere Gleichung über in folgende: 

( H y F'\ ( H ß F^\ 
Mß, a >c 0) 7a „ - -± = M y , ax Q) ßax - -£ . 

Hieraus folgt, dass der Quotient 

Gax<dß ax -HßFux 
G a x M ß,ax 

einen vom Index ß unabhängigen Werth haben muss. Diese vorläufig noch unbekannte 
Grösse bezeichnen wir durch P ax . Dann erhalten wir: 

HßF ax 

(31) (Qß a „ ~ -£ = P a „Mß ja „. 

Hier bedeutet Mß ax eine lineare Function von x, y, z, die im Punkte ß verschwindet, und 
die durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 

(32) Mß ax = gßfßan S < (-l) V ^gvfßyvfßXv F av G '}cv H '}c F ßii \ • 

§13. 

Um nun die Grössen P ax zu bestimmen, vertauschen wir in der Gleichung (31) a mit 
ß. (0ß aK bleibt dann ungeändert; es ist also 

ff(jF ax a ßyt 

1 PaxMß ax = — + Pß x M a ß„; 



oder: 



T an Gßx 



H a Fo HrF' 

—p, -p, = ^axMß M>c - Pß x M a ß x . 

^ßx (Ja* 



Zunächst formen wir die linke Seite dieser Gleichung um. Diese ist gleich: 



HaHxG a>t ;F ß ., — HuH^Gr^F^,, 



H x G ax Gß x 

oder, da 

HaHxGax — PF ayi , HßH^Gß^ — RFß } 
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ist, gleich: 



HxGaxGßx 



Der Factor des Zählers 

FaxFß^ - Fß K F' a>i 

ist offenbar eine lineare Function von x, y, z, die in den beiden Punkten (V, y', z') und 
(a x , Z? x , c x ) verschwindet. Wenn wir also die Determinante 



(33) 



X 


y 


z 


x> 


y 


z! 


a* 


b* 


C K 



mit iv bezeichnen, so muss 



FaxFß x - Fß x F a>c - cF M 



sein, wo c eine Constante bedeutet. Um diese zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) — {aß , bß . 
Cß ) ; dann geht 

/winC-l)^/«^, F x in(-l)"l^ x , F^inO 

über; dadurch finden wir 

C=(-l) alß faßx- 
Es ist also 

(34) F ax F'ß K -F ßK F' a}t = (-l) a]ß f aßx F x . 

Durch diese Umformung erhalten wir folgende Gleichung: 

(-l) a[ß faßxF„R 



PaxMß aK -Pß K M a ß K = 



FIxGaxGßx 



Wenn man in dieser a und ß mit einem dritten Index y vertauscht, so muss man zu einem 
System dreier Gleichungen mit den Unbekannten P ax , Pß K , Py x gelangen. Vorher wollen 
wir die Gleichung noch dadurch reduciren, dass wir von dem Ausdruck Ma ax den con- 
stanten Factor gßfß ax absondern: 

(35) %,ax = 8ßfßax M ß,ax- 

Ferner setzen wir zur Abkürzung: 

= ß? (_i)«/3|y+«lß = e . 



F K R 



H^GaxGß^Gy^ 
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Da e ein alternirendes Zeichen ist, so ist gleichzeitig: 

(-l)«l0 = (-l)«0lr ej (-i)ß\r = (-i)ßy\ a e, (-l)^ a = (-l)^e. 
Demnach können wir folgende drei Gleichungen aufstellen: 

{gyPßJiyß*-gßPyxMß^=(-\)W a £GaxQ, 
(36) l ga Py>Ma^-gyPa>My,a>c = (-l) ya[ß eG ßx Q, 

UßPa,Mß, aH -g a Pß H M aßH ={-\) a ^eG y) <Q. 

Wenn wir diese der Reihe nach mit 

gafalß F av, gßfßX^i F ßv^ gyfyXß F yv 

multipliciren und dann addiren, so ergiebt sich, der Formel (f) des § 5 zufolge, auf der 
rechten Seite Null; auf der linken ein Ausdruck von der Form: 

APax + BPßx + CPyx- 

Hier ist 

A = gßgy(fyXii F yvMß a>( - fßXn F ßv M y,ax); 

die beiden andern Coefficienten entstehen aus diesem durch cyklische Vertauschung der 
Indices a, ß, y. Nun ist, wenn wir zur Abkürzung wieder die beiden Grössen r\ und r2 des 
vorigen § einführen: 

M ß,ax = fßXv F ß^i r l + fßX^i F ßv r 2, 
My.ax = f y Xv F y^ r l + fyXp F yv r 2- 

Daher erhalten wir: 

A = gßgy r l(fxynfxßv F ßn F yv - fxß^ifxyv F yn F ßv)- 

Der in die Klammer eingeschlossene Ausdruck ist, nach Formel (c), gleich 
(_l)/3|y+M|v gagxGax . fernerist 

r 1 ^{-\) v ^g v fßy V F' av G' KV H' K , 
mithin ergiebt sich: 

A = -(-^^gagßgygxgvG'^yH^fßyyF^yGax- 
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Das Zeichen ( — 1)0 1? können wir wieder ersetzen durch (— l)ß" a £, und die Gleichung 

AP aK + BPß„ + CP yx = Q 

dividiren durch den allen Coefficienten gemeinsamen Factor 

-£gagßgygxgvG' xV H' x . 

Dann erhalten wir: 

S {(-l) ßrla f ßrV K V Ga,Pa,}=0. 

Setzen wir nun für den Augenblick 

PaxGax — a , PßxGßx — ^ , PyxGyx — Z, 
so besteht zwischen diesen Grössen eine Gleichung 

ciX + c 2 F + c 3 Z = 0, 
deren Coefficienten nach Formel (a) der Bedingung genügen: 

ci +C2 + C3 =0. 

Es ist also 

ci(X-Z) + c 2 (F-Z) -0. 

Wenn wir hier den Index v mit ß vertauschen, so erhalten wir eine zweite Relation: 

c / 1 (x-z) + 4(y-z) = o, 

und da die Determinante der Coefficienten c\c' 2 — Cic\ offenbar von Null verschieden ist, 
so folgt: 

X = Y ■ = Z. 

Es zeigt sich also, dass das Product P a >cG a>c einen von den Indices Cü, x unabhängigen 
Werth hat. Wir können demnach setzen: 

(37) P xX 



G x x 



Die Bestimmung der 21 Grössen P xX ist dadurch zurückgeführt auf die einer einzigen, von 

den Indices unabhängigen Grösse P. Diese wird nun sehr leicht dadurch bestimmt, dass 

P P 

wir in irgend einer der Gleichungen (36), z. B. der letzten, P a>c und Pß x durch 



ersetzen. So ergiebt sich 



Gate' Gß x 



gß^Mß !ax -g a -^M aßx = (-l) a W F -^- 



r ax ^Jßx GaxGßxHx 
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oder: 



(38) (-l) a W(g ß GßJt ßta „-g a G a , x M a>ß „) = %£-. 

Die linke Seite dieses Ausdrucks können wir in der abgekürzten Form schreiben: 

sli-l^gaGaJfccß*}, 

a,ß <■ > 

und da M a ßx nach (32) und (35) gegeben ist durch den Ausdruck: 

M a,ßx = S |(-1) V SvfayvfaXv F ßv G 'xv H 'x F aixj , 
so erhalten wir folgende Gleichung: 

(39) S S U-\f\ a+V ^gagvfavyfavxF' ßv G' xV F aii G„ a } = ^jf- 

Hierdurch ist der Factor P bestimmt. 

Auf der linken Seite steht hier eine ganze Function von x, y, z und jc', y', z', die, wie die 
Gleichung zeigt - und wie auch leicht aus ihrer Zusammensetzung zu erkennen ist - von 
dem Index x allein abhängt. Diese bezeichnen wir durch £l x . Es ist also die Function £l x 
definirt durch folgende Gleichungen: 



H' x n« = (-l) alß (gßGß„Mß ia „-g a G ax M aß} 

(40) 

! ^^x — > 

,ß 



ß,-S S {(-l) ßla+V ^gagvfavyfavxFß v G'„F ail G H0 \ 
a,ß V-V <■ r j 



von denen die zweite mit der ersten gleichbedeutend ist. Ferner führen wir nicht den Factor 
P als neue Function ein, sondern den Quotienten — , welchen wir mit / bezeichnen. Diese 
Function ist dann, der Formel (39) zufolge, definirt durch die Formel: 

(41) /= * * * , 

und es beruhen darauf, dass der Werth dieses Quotienten unabhängig von dem Index x ist, 
wesentliche Eigenschaften der sieben kubischen Functionen Qi, Q.2--&7- - Endlich ist 
der gesuchte Factor P ax gegeben durch die Gleichung: 

(42) P aK = -^—. 
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§14. 

Setzen wir diesen für P ax gefundenen Ausdruck in die Formel (31) ein, so erhalten wir 
zunächst: 

_ J H ß F ax + RM ß,ax: 

Maß* TT, • 

Hier multipliciren wir Zähler und Nenner mit F x , und ersetzen JF H durch H X H' X Q. X . Dann 

wird 

_ HßH M: H' >c Q. M: F{ x>c + RF x Mß ax 
Maß* — ~r n tt tt/ • 

Ferner entwickeln wir den Zähler dieses Ausdrucks dadurch, dass wir für H'^Q.^ den in der 
ersten von den Gleichungen (40) angegebenen Werth setzen, und gßfß a >Mß.aK f ur Mß aK 
einführen. Dann erhalten wir für die Zähler folgende Darstellung: 

{-\) a ^HßH x F' aK {gßGßJiß^-g a G ax M a ^) 
+ Sß fß an RF x M ß , «x > 
oder: 



ax 



(RfßaxFx + (-l) alß HßH x G ß>< F^)gßMß 
- (-l) a \ßHßH x G ax F^g a M a . ß>< . 

Nun ist nach Formel (34): 

fßa^^{-\) a ^Fß x F' ax ^{-\)^F ait F'ß H . 

Multipliciren wir diese mit 7?, und setzen 

HßHxGßx für RFß x , H a HxG a x für RF a>c , 

so folgt: 

R faßx F K+(-l) ] H ß H x G ßx F 'ax — ( _1 ) HaHxGax F ß x - 
Dadurch geht der für den Zähler aufgestellte Ausdruck in folgenden über: 

{-\) a ^H K G aK {gßH a F ! ßJÄß^-g a HßF ! a JÄ a ^). 

Dieser Ausdruck ist durch H x , G a x und - da die Grössen Mß aK und M a o x den Factor 
H' x enthalten - durch H'^ theilbar. Wir erhalten also co a ß x dargestellt in dieser Form: 



(43) (O a ß>c = 



®-x,aß 
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wo Q.x a ß eine biquadratische Function ist, die durch die beiden gleichbedeutenden For- 
meln definirt ist: 

(H'Jl^ß = (-l) alß (g ß H a F' ß ji ß ^-g a HßF^M a ^), 

| &x,aß = S ^|(-l)^ |a V ^gagvfaYvfaXv F ax F ßv G 'xv H ß F aiij, 

Die Definition des Nenners ist durch die entsprechenden Formeln (40) gegeben. 

Wir müssen jetzt, nach diesen formalen Entwicklungen, auf die Eigenschaften der zur 

Darstellung der Grössen (O^Xu ~ verwandten Functionen Q. genauer einge- 

<7 
hen. 

Q-x ist eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme (x, y, z) und (x f , y', z'). 
Dies geht so hervor. Wenn man in dem viergliedrigen Ausdruck (40) die beiden Indices 
a, ß mit ß, v vertauscht, so erhält man genau dasselbe, wie dann, wenn man die beiden 
veränderlichen Werthsysteme vertauscht. Nun ist aber £L K von dem Index x allein abhän- 
gig, behält also seinen Werth, wenn die übrigen Indices beliebig untereinander vertauscht 
werden. Daraus geht hervor, dass Q. x auch dann seinen Werth nicht ändert, wenn (x, y, z) 
mit (x ; , y', z') vertauscht wird. 

Nun ist (O a ß K selbst eine symmetrische Function der beiden Systeme von Variabein. 
Denn da man in der Gleichung (30) die Indices X, jU, v vertauschen kann, so hat man ein 
System von drei Gleichungen, mit Hülfe dessen man (ü a ß>c rational durch die Grössen L, 
welche symmetrische Functionen sind, darstellen kann*). Folglich muss auch Q^aß erne 
symmetrische Function sein. - Die Grösse / dagegen muss alternirend sein, da F x eine 
alternirende Function ist. 

Betrachten wir nun diese Functionen als abhängig von (je, y, z) allein, so ist offenbar 
0.x dargestellt durch eine homogene kubische Form, die an allen Stellen 1 , 2 • • • 7, mit Aus- 
nahme der Stelle yt verschwindet, Q. K a ß dagegen durch eine biquadratische Form, die an 
allen sieben Stellen ohne Ausnahme verschwindet, und zwar an den Stellen a, ß von der 
zweiten, an den übrigen von der ersten Ordnung. 

Die Curve L — wird nun von der Curve Q.^ — 0, ausser in den sechs von x ver- 
schiedenen Doppelpunkten, noch in 18 — 2-6 = 6 andern Punkten geschnitten. Aus der 
Gleichung (41) folgt: 

H„H'J1„ = H X H' X £L X 
F x F x 

oder: 

H x H x Q. x Fx =HxH x ClxFx- 



*) Durch diese Elimination kommt man genau zu derselben Darstellungsform der Grössen (0. Aber für 
die weiterhin wichtige Formel (41) wüsste ich auf diesem Wege keinen Beweis anzugeben. 
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F x — ist die Gleichung einer Graden, welche durch den Doppelpunkt x und den willkür- 
lichen Punkt x' , y', z! gelegt ist. Diese schneidet die Curve sechster Ordnung noch in drei 
andern Punkten, die wir mit x\, x%, X3 bezeichnen wollen. Ist nun F^ — 0, so muss auch 
die linke Seite dieser Gleichung verschwinden, und da offenbar weder die Linie H K — 0, 
noch Fi — durch die drei Punkte x\, X2, X3 hindurchgeht, so muss in denselben Q. x — 
werden. 

Es muss aber Q.^ noch in drei andern Punkten verschwinden. Der aufgestellten Glei- 
chung zufolge muss alsdann mit Q. x zugleich einer der Factoren der rechten Seite H^, Q.^, 
F x verschwinden. Nun verschwindet die Function H^ nur in den Doppelpunkten, F x nur im 
Doppelpunkte x, dem Punkte x', y', z! (in welchem Q. x offenbar einen von Null verschie- 
denen Werth hat) und den schon erwähnten drei Punkten x\, x%, X3. Folglich muss in den 
neuen drei Punkten Q.^ verschwinden. Hieraus geht hervor, dass diese drei Punkte, die wir 
durch (I), (II), (III) bezeichnen wollen, allen sieben Curven Q. x — gemeinschaftlich sind. 
Die wesentlichen Eigenschaften der Functionen Q.^ sind also in folgendem geometrischen 
Satze ausgesprochen: 

Nimmt man auf der Curve sechster Ordnung L — einen Punkt willkürlich an, und legt 
durch diesen und einen Doppelpunkt x eine grade Linie F x — 0, so schneidet diese die 
Curve L — in drei ferneren Punkten yc\, Ki, X3. Legt man nun durch diese drei Punkte 
und die von x verschiedenen Doppelpunkte eine Curve dritter Ordnung £L K = 0, so trifft 
diese die Curve L — wiederum in drei ferneren Punkten. Diese sind unabhängig davon, 
welchen der sieben Doppelpunkte x man gewählt hat, also allen sieben Curven Q. x — 0, 
die man construiren kann, nachdem der willkürliche Punkt fixirt ist, gemeinsam. 

Die Nullpunkte der Function Q. x sind also folgende: Erstens die sechs von x verschie- 
denen Doppelpunkte; zweitens die Punkte x\, xi, X3, in denen F x verschwindet; drittens 
die von dem Index x unabhängigen Punkte (I), (II), (III). Es lässt sich nun zeigen, dass in 
den drei Punkten x\, X2, X3 nicht nur der Nenner, sondern auch der Zähler des für (0 Ka ß 
aufgestellten Ausdrucks verschwindet. In diesen Punkten ist nämlich 

&x = 0, F H = 0. 

Die letztere Bedingung lässt sich, der Formel (34) zufolge, so schreiben: 

FaxFß^ - Fß x F a>c = 0, 

oder: 

F aK = P F ax, Fß x = pFß„. 
Setzt man dies in die erste der Gleichungen (44) ein, so erhält man: 

K^,aß = ("l)" 1 ^ 'p(gßHaF ßx Mß, a „- ga H ß F a jd a ,ß x ), 
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oder, wenn man diese Gleichung mit R multiplicirt und RFß x durch HßH x Gß x , RF ax durch 
H a H x Gax ersetzt: 

RH'ji^ß = (-l) a]ß pH a HßH„(gßG ßx Mß^-g a GaxM aßx ). 

Dies ist aber zufolge (40) gleich 

pH a HßH x H x Q. x . 

Da nun Q. x — ist, so muss auch Q. xa ß — sein. Die Function vierter Ordnung ß Xjß ß hat 
im Ganzen 4 • 6 — 24 Nullpunkte, und zwar verschwindet sie an fünf Doppelpunkten von 
der ersten, an den beiden übrigen von der zweiten Ordnung. Danach bleiben noch sechs 
Nullpunkte übrig; von diesen sind drei bekannt, nämlich x\, X2, xy, ausserdem müssen 
noch drei existiren. 

Bilden wir jetzt den Quotienten der beiden Grössen 



Maß* — 


<*q 


■ a ß a x a aß>t 




00 


9aß = 


<5a 


°ß a aßi 


GxGaßx 


■ — 


®-x,aß 


a aß a 


Q * F aß F aß 



so erhalten wir: 



Dies ist der Quotient zweier homogenen Functionen vierter Ordnung von x, y, z, also 
eine rationale Function der Verhältnisse dieser Grössen. Der Nenner verschwindet hier in 
den Punkten a, ß, y, X, ß, v, und zwar in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; 
ferner in dem Punktepaare (aß) und den sechs Punkten xi, yt%, xy, I, II, III. Der Zähler 
dagegen verschwindet in den Doppelpunkten a, ß, y, X, ß, V, x, und zwar ebenfalls in den 
Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; ausserdem in den drei Punkten x\, xi, x-$ und in 
drei ferneren Punkten. Der Quotient wird daher nur in fünf Punkten unendlich, und zwar 
nur von der ersten Ordnung; nämlich in den Punkten I, II, III und dem Punktepaare aß; 
und er verschwindet in dem Doppelpunkte x und drei andern Punkten. 

Nun hat der Quotient für sich die Eigenschaft, dass er nur unendlich wird in dem 

a aß 

Punktepaare (aß) und nur verschwindet in dem Doppelpunkte x; wenn wir also die For- 

G^aß 
mel durch diesen Quotienten dividiren, so erkennen wir, dass der Quotient folgende 

Eigenschaften hat: 

Erstens. Er ist eine irrationale Function der Verhältnisse von x, y, z, die sich aber an 
jeder Stelle verhält wie eine rationale, und nur an drei Stellen, nämlich den Punkten I, II, 
III, von der ersten Ordnung unendlich wird, und an eben so vielen verschwindet. 
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Zweitens. Das Product dieses Quotienten mit 



H H vH x 



°aß StT^ß^Kß 



a 



ist eine rationale Function. 

Durch diese beiden Bedingungen ist der Quotient bis auf einen von (x, y, z) un- 

abhängigen Factor, oder, wenn wir hinzunehmen, dass der Ausdruck in Bezug auf beide 
Werthsysteme symmetrisch gebildet sein muss, bis auf einen constanten Factor bestimmt. 
Wir wollen, um die Art der Irrationalität der cr-Quotienten kurz bezeichnen zu können, 
einen besonderen Begriff einführen. Es sei m irgend ein von verschiedener Index, und 
m — ab irgend eine der sechs Zerlegungen desselben in zwei ungrade Indices. Wir nennen 

\fif a ... 

dann den Quotienten einen zum Index m gehörigen irrationalen Factor, und bezeich- 

v Hb . 
nen einen solchen allgemein durch r\ m . Ferner sagen wir: eine Function der Verhältnisse 

von x, y, z sei mit dem irrationalen Factor r\ m behaftet, wenn sie sich darstellen lässt als das 

Product von r\ m in eine rationale Function. Bei dieser Fassung des Begriffs der behafteten 

Functionen ist es offenbar gleichgültig, welchen von den verschiedenen Quotienten 



Hb 

bei denen ab — m ist, man für r\ m nimmt, da nach § 9 das Product und der Quotient zweier 

verschiedener dieser Grössen eine rationale Function ist. Ferner gilt für diese Functionen 
offenbar der Satz: 

Das Product zweier Functionen, von denen die eine mit dem Factor 7] m , die andere mit 
dem Factor r\ n behaftet ist, ist eine mit dem Factor r\ mn behaftete Function. Hierbei ist unter 
dem Factor 770 1 zu verstehen, also unter einer mit dem Factor 770 behafteten eine rationale 
Function. 

CT a 

Wir können jetzt sagen: Der Quotient x ist eine mit dem Factor r\ x xu. behaftete 

Function von x, y, z, die nur an den Stellen I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung 
verschwindet. Diese drei Stellen sind definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben 
Functionen Q.^. 



§15. 

Es bleibt jetzt noch der Quotient einer graden und einer ungraden cr-Function zu be- 
stimmen, und zwar genügt es nach dem Vorhergegangenen, einen einzigen dieser Quoti- 

enten, z. B. — , zu kennen. Wir wissen, dass eine lineare Gleichung besteht zwischen den 

ob 
Producten: 



a aX a aii-, OßX^ßii-, a yX a y^ a >tX a xii- 
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Vermehrt man in dieser Gleichung die Argumente um dasjenige halbe Periodensystem, 
welches zu dem Index x gehört, so erhält man eine lineare Gleichung zwischen 

GaxX a axy., GßxX a ßxßi ^y>cX a yx[i und ö^ö^. 

Dividirt man diese durch er,?, so ist ax eine mit dem Factor r\ a>t x, — — eine mit dem 

<?o °o 

Factor r} a>c ^ behaftete Function; beide werden nur unendlich an den Stellen I, II, III, und 

zwar von der ersten Ordnung. Das Product beider ist also eine mit dem Factor T]xn behaftete 

Function, welche nur an diesen drei Stellen, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich 

wird. Dasselbe gilt von den beiden folgenden Gliedern. Nun wird durch die aufgestellte 

Ox<Ju 
Gleichung — =*- dargestellt durch ein lineares Aggregat dieser drei Grössen; also erhalten 

wir — y~ dargestellt durch eine mit dem Factor T]^^ behaftete Function Qxp,, die nur an 

°b 
den Stellen I, II, III, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird. 

Da die Function Qx^ mit dem Factor r\xn behaftet ist, so muss das Product 

o x _ \fB~x ^H[ 

'Ulf! ~~ rzj— /TTf^^l 1 



eine rationale Function sein. Diese könnte, ausser an den Stellen I, II, III, nur im Doppel- 

2 

punkte jl unendlich werden. Da aber Qx^ — if-, — Qx\i also gleich — ^ und mithin 

<7 <7^ <7 

von dem Index \x unabhängig ist, so kann dieser Ausdruck im Punkte ß nicht unendlich 
werden. Daraus folgt, dass in diesem Doppelpunkte die Function Qx^ verschwinden muss. 

Ebenso folgt, dass im Doppelpunkte X der Werth von Qx^ gleich Null ist. - Da nun die 

OxOu 
Function — y- = Q\u eine mit dem Factor r\xu behaftete Function ist, welche in den 
C7 2 

Doppelpunkten A, ß verschwindet und nur an den Stellen I, II, III unendlich wird, so muss 

das Product — Qx „ = — % eine rationale Function sein, die an den Stellen I, II, III von 

der zweiten Ordnung unendlich wird, und im Doppelpunkte X von der zweiten Ordnung 
verschwindet. Hierdurch ist dieser Quotient bis auf einen von x, y, z unabhängigen Factor 
bestimmt; denn wenn zwei Ausdrücke existirten, welche diese Eigenschaften besitzen, so 
wäre ihr Quotient eine rationale Function von nicht höherem als dem zweiten Grade, und 
man weiss, dass eine solche Function nicht existiren kann. 

Es ist nun leicht, eine Function zu bilden, welche diese Eigenschaften wirklich besitzt. 
Bilden wir nämlich zunächst den Quotienten 

F xGgx 
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welcher im Zähler und Nenner von der dritten Dimension ist, so werden Zähler und Nen- 
ner gleichzeitig Null an den fünf von a und X verschiedenen Doppelpunkten, und an den 
Punkten X\, X2, A3, in welchen Fx und 0.x verschwinden. Der Quotient ist daher eine ra- 
tionale Function fünften Grades, welche unendlich wird an den Stellen I, II, III und dem 
Doppelpunkte a, und welche verschwindet im Punkte x' , y', z' und im Doppelpunkte X (wo 
Fx — ist), und ausserdem in dem Punktepaare aX (wo G a x — ist). Multipliciren wir 

v Fl(x 
diese Function jetzt mit dem irrationalen Factor T)x — , so fallen von den Nullpunk- 

V H aX 
ten des Nenners der Doppelpunkt a, von denen des Zählers das Punktepaar aX fort, und 

wir erhalten eine mit dem Factor r\x behaftete Function 

F lG a xvHa 



welche nur in den Punkten I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird, und 
welche verschwindet in dem Doppelpunkte X und dem Punkte x', y', z' ■ Das Quadrat dieser 

Function muss nun bis auf einen von x, y, z unabhängigen Factor mit — %, sie selbst also 



Ox 
mit — übereinstimmen. Wir erhalten demnach 



? • 
^0 



Oo 



°x F x G ax^ H c 
c- 



oo &xVh^x 

wo c einen von xyz unabhängigen Factor bedeutet. Offenbar muss der Ausdruck von — in 

ob 
Bezug auf (x', y', z') in derselben Weise gebildet sein; wir können deshalb setzen: 

<*k = 1 Fx_ G aX G ' aX^Ha^a 
wo jetzt k eine von x, y, z und x 1 , y' , z' unabhängige Constante bedeutet. Nun ist 



G aX^aX ~ XaXi 



i a V l± a 



mithin: 

<7 k Q.x G aX 
Ferner ist _ _ 

Zal = ^. daher *^ = ^ ; 

<?a<?A OaX <?A 
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daher: _ 

<7 k Q X X 
oder: 



Es ist aber: 



kcln^ 

(O F x ' 



Öol=H x H' x , H X H X Q X =JF X ; 



kJ 

(O 2 



folglich: 

(45) a 

Aus dieser Formel geht hervor, dass die Constante k auch von den Indices unabhängig 

ist. 

o x 

Wir wollen der Gleichung, welche — bestimmt, noch eine andere Form geben. Aus 

ob 
(25) geht nämlich hervor, dass 

GaxVHa _ VR G' aX VH^ __ y/ff 



(46) 



^^ ^T ^Kx ^~ 

a x 1 F x VrVR* 



ist. Mithin erhalten wir: 



öo k Q x y/HlVH[ 



§16. 



Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die blosse Kenntniss von der Existenz ei- 
ner bestimmten Art von <7-Gleichungen genügt, um den Quotienten einer graden und einer 
ungraden c-Function bis auf einen constanten Factor k zu bestimmen. Soll aber der Werth 
dieses Factors angegeben werden, so muss diese, oder eine äquivalente Gleichung, wirklich 
aufgestellt, und mit ihr die nothwendigen Reductionen vorgenommen werden. Es ist von 
vornherein einzusehen, dass auf diese Weise nicht k selbst, sondern nur das Quadrat die- 
ser Grösse bestimmt werden kann, so dass das Vorzeichen von k unbestimmt bleibt. Diese 
Unbestimmtheit liegt in der Natur der Sache; denn da F x eine alternirende, Q. x dagegen 

eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme (x, y, z) und (V , y', z') ist, so zeigt 

o x 
die Formel (46), dass auch — eine alternirende Function dieser beiden Werthsysteme (und 

der zu ihnen gehörigen Wurzelgrössen) ist. Deshalb wird, je nachdem wir das eine oder das 
andere Werthsystem bevorzugen, auch das Vorzeichen von k den einen oder den anderen 
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Werth erhalten. Wir wollen die zur Bestimmung von k 2 nothwendige Rechnung nur in ihren 
Grundzügen angeben, da diese Untersuchung für das weiterhin Folgende ohne Einfluss ist. 
Wir erhalten aus der Fundamental-Gleichung (1), dadurch, dass wir k — x5, l — Xfld, 
m — ßö setzen, folgende Theta- Relation: 

Daraus folgt, wenn wir die Grössen er einführen und die Coefficienten umformen: 
s \(-l)^ aS f ßrX f aSX a ßrx a aS A = {-\Y^klg xgli o x o xlx , 

a,ß,y *■ ■> 

wo der Kürze wegen: 

lr 2 e 
(A) fc für— § 



gesetzt ist. Hieraus folgt: 

s U-i)M a5 f ßyX f a5X (o ßrx (ö a5 A = {-\)^k 2 g ^\ 

a,ß,y >. i a^ 

Wenn wir diese Formel mit Q. 2 ^ multipliciren, so erhalten wir: 



(B) S U _1 ) fßYXfa8X^x,ßy^x,a5( 

a.ß,y <• ■> 

-(_UV\* k Ä g o RR ' F * y 



'>t"z 



Wir haben nun in dem Ausdruck auf der linken Seite, den wir mit Q bezeichnen wollen, für 
die Grössen Q. ihre Werthe nach Formel (44): 



Hja^ß r ^(-iy\ß(gßH r F^Mß^)-g Y H ß F YX M 7 ^, 
Hj£l x ,aS = (-^ a (gaH 5 F' a Jd a ^)-g 5 H a F' 8l ß 5 ^ 



einzusetzen. Da die Grössen M lineare Functionen von x, y, z sind, so nimmt hierdurch die 
Summe folgende Form an: 

Q — QaßHaH ß + Qayti a Hy+ Q aS H a H 5 + Q ßy H ß Hy 

+QßöHßHs + QyöHr H 8i 
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oder kürzer: 

(Q Q= S {Q aß H a H ß }, 

a,ß,y,o 

wo die Coefficienten Q aß quadratische Functionen von x, y, z sind, die zunächst durch 
folgende Gleichung definirt werden: 



ax 



{HjfQaß = (-l) ßrla5+ylß+5la gygöfßYlfaöxF;«F> x M rßx M d 

+ (-^ aYlß6+Yla+dlß 8y8öfarXfß8xFiAj^r,a,M 5 ^. 

Die lineare Function My ßyi ist nach § 13 durch folgende Formel definirt: 

M y,ßx= S \ (-1) \ a göföyXfSYß F 5ß G 'sx H x F ay\- 

Wir führen nun zur Abkürzung, indem wir die Indices x, X, ß als fest, a, ß,y, ö dagegen 
als unter einander vertauschbar annehmen, folgende Bezeichnungen ein: 

SßgsFccy , , , 

~P f p ßS u ß>c U 8>c - P(*Y' 
JaylJayn 

faßxfayxfaöxfßyxfßöxfySX ~ c - 

Alsdann ist: 

Tl i ^§\a fayXfayfiföyXfSy^Hx , v 

M y,ß>c = (-1) ' w (Pay-P5y)> 

8ß u ßx 

daher: 

= 'W^yy,, r ( _ 1)W(rt/ ■ ; . { )( ) 

faßXgagßG' ax G ßx l 

+ (- i ) yalßS fßyßfa8ß{Pßy-Pyö)(Pa5-Pyö)}- 
Der Ausdruck in der Klammer lässt sich mit Hülfe der Parametergleichung 

s {(-i)M ad f ßm f aö A = o 

umformen in folgenden: 



r_l\ccß\yö 



+ 



- S {(-l)M a5 f ßr »f a5 »PßyPa 5 } 

a,ß,y ^ > 

PyS S {(-l) ß7laS f ßr ^fa8 ß (Pßy + Pa5)} 
a,ß,y <- ' > _ 
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Nun ist, wenn wir für die Grössen p ihre Werthe wieder einführen, 

c S {(-l) ß ^ aS fß rfl faS ß Pß 7 Pas} 

= gagßgyg8 G 'ax G 'ßx G 'yx G 8x S \(-\y y \ a fy a xfß8xfaßxfy8X F ßy F a8 F ßy F a8( 

a,ß,y *• ' ■> 

Dies ist aber, der Formel (7, B) des § 4 zufolge: 

= gagßgyg8 G a>c G ßK G yx G 8KS>tS^l^- 
Ferner ist: 

c S U-l) ßrla5 fß Y ^fa8n(Pßy + Pas)} 

= cJ r6 {(-l) ß7la5 fßwfaS»Pßy} 

= C S {(-^ a5 ^gag8 G 'aAja8, F ' al 
a,ß,y,8 { Jßyx 

Diese lineare Function von x, y, z, welche in Bezug auf die Indices a, ß,y, 8 symmetrisch 
ist, bezeichnen wir durch F(x, y, z). Endlich ist, da wir 

HyHg GyS 

F v x durch — 

7 R 

ersetzen können: 

_ gagßHyH s G yS 

" 1S - f r sxfye,R F «" G «*°^ 
Dadurch erhalten wir Q a ß in folgender Form dargestellt: 

n - ( ]\aß\y8 g rlsfysxfy8 t . , 22 

JaßX 

_i_ / u<xß\r8 fr*n F i w i F i r H r H 8 „, s 

+ {-*-) P " gyg8~r t aß t y>t t 8x G y8 „ r{x,y,z). 

JaßX K 

Bilden wir jetzt die Summe Q = Y,(QaßHaHß), so ergiebt sich: 

o 7 HaHßHyHg 

Q = -g*gpXKH H (x, y, z) + F(x, y, z)G{x, y, z), 
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wo: 

n*,y,z) = c s {{-^ a5 ^gag8G' a Aj a5 ,F>\ 

a,ß,7,S l Jß r X ) 

( F' 

G(x, y,z)= S \ {-l) a ^ 5 gyg 5 F^F' 5 J Y 8^G Y5 -^- 

a-ß,r,8 [ faßl 

ist. Alle drei Ausdrücke sind sechsgliedrige Summen, und zwar aus einem Gliede symme- 
trisch gebildet durch Vertauschung der Indices (X, ß, y, 8. Die beiden ersten lassen sich auf 
bekannte Functionen zurückführen, nämlich 

_.,, , t^M:gij.G xß 

F(x, y, z) auf — M x ^^ 

G(x, y, z) auf gxg ^ xM M A;X;U . 

Die Richtigkeit dieser Umformungen wird am einfachsten dadurch erkannt, dass man 
die Identität für eine genügende Anzahl specieller Werthsysteme nachweist. - Dies ange- 
nommen, wird der Ausdruck von Q folgender: 



gxg^^G xß H a HßH Y H 5 
cH'H' R~ 



2 2 „/ \ S^/i'xfl^xfi "«"jö^y^d .— , 2 



Q = -tteiZ*ßH{x, y z) + Z h >h> p (M X ^) 



Nun können wir 

F xß durch , 

HxHuH a HßHyH§ R 

^- durch — , 

R 2 H X ' 

Gn\xG' x[l durch # x/i 

ersetzen. Dann ergiebt sich: 

^22 ( „, s , R (M X ^) 2 \ 

Es ist jetzt das Quadrat der linearen Function 

M X ^ = S ß {(-l) ßla gßfßyxfß 5 xF^G' ßx H'«F aX } 
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zu bilden. Haben wir irgend eine im Punkte X verschwindende lineare Function von x, y, z, 
welche auf die Form aF a x + bFßx gebracht ist, so lässt sich ihr Quadrat in der Form AF 2 ^ + 

BF ßX +CF yX darste ll en - Da 



S U-l) ß ^f ßr ,F a A=0 
a,ß,y ^ J 



ist, so ist 

flßX F yX = fßyX F aX+fyaX F ßX ~ 2 (~ l ) fßyxfyaX F aX F ßX', 

daher muss 

2ab=-2(-l) a ß\r fayX / ßYX C 



f 2 

JaßX 



sein. Demgemäss muss, wenn wir den Ausdruck (M^ XjU ) auf die Form AF^ + BFß X 
CF\ bringen, der Coefficient von F\ 

C = (-l) aßlY g a gßf a ßxfa8xfß5X F aß F ßß G 'a>c G 'ßx( H '>c) 
sein. Demnach erhalten wir 

1^ 2= s j ^y SagßfaßxK^ß^G'ß^H^) 1 ^) 2 ^ 

C ' xM a,ß,r\ fyaxfyßxfyöX J 

? HyH^Hyx 

Nun ist F\ — — . Setzen wir dies ein, so erhalten wir den Quotienten 

yX R V 

dargestellt in der Form einer Function zweiter Ordnung der Grössen H, H, H: 

H'(rvA- V \( U aß\Y 8a8 ß fa ß xF ^ F ß» G ' a * G 'ß* H * H H 

H(x,y,z)- S <(-l) FI/ 7 7 7 77, tiytiyX 

a,ß,y [ JyaXJyßXJy8X H n 

Um die Form dieser Function mit der von H(x, y, z) in Uebereinstimmung zu bringen, 
drücken wir Hy^ als lineare Function von H§, H a , Hß, H a x als Function von H§, Hß, Hy, 
Hßi durch H§, Hy, H a aus. Dann nimmt H'(x, y, z) diese Form an: 

H'(x,y,z)= S (h aß H a H ß ), 

a,ß,y,S 
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wo der sechsgliedrige Summen-Ausdruck auf der rechten Seite nothwendig in Bezug auf 
die Indices a, ß, y, ö symmetrisch gebildet sein muss. Nun kann das Glied hygHyHg 
nur aus HyH^ hervorgehen; und zwar muss der Coefficient hy§ gleich dem Producte des 
Coefficienten von HyHyx in H'(x, y, z) mit dem Coefficienten c\ in der linearen Function 
HyX — C{H§ + C2Ü a + c-$Hß sein. Es ist aber nach (21) dieser Coefficient 

c l = (-1)°^' gagßfayxfßyxfaßxfaßß* 
daher ist 

Äy5 = (-!) 
Mithin erhalten wir 



— { .sqß\y8 SaS ß^ a ß x ^ a ß >c ^ a ß^ a ^ßlfiaitGß > H x 

fySX H li 



Q = glglXxß(H'(x, y, z) - H(x, y,z)), 
H'(x,y,z) 

a,ß,Y,8 \ faßl H li 

H {x^ z ) = S { ( ^aßWS ^sfySxfyS^y.FsAG'ö^^ß \ 
a,ß,Y,8 [ faßX J 

Wenn wir nun die Differenz bilden, so ist 

fyÖK F yii F S^ H >t , , HyH'x 



ijz "^ f tt' j?' — i "■ < f 17' r' - f f' r' \ 

j^i Jy8ii r yx r 8>c ~ ßt \JySx r ö^y^ Jy8ß r dx^ T y>c) 



da R'F' = H'H'G' R'F' = H'H'G' ist. Nach Formel (9) des § 5 ist aber 



yfi ~ ^^y^^fi^yfi' " ' yx ^^y^^x^yx 



TTf Tjf Tjt Tjf Tjf 

n y n K , f i „/ . / _/ , , ^xlu r n y rL 8 n x 
—jjj—{jY8x t 8» U y»~Jy8n t 8x U Yx) ~ \ V > SagßgyJaßX ^7 • 

Folglich erhalten wir: 

H'(x,y, z)-H(x,y, z) 

= i - Z S~ ? A^-^ aß]r5ga8 ß g rShxfy5xfy8ßG'y x G' 5 ^HyH' s H^H a H ß } 
K a,ß,y,8 <■ > 

oder, wenn wir 

R' 2 F' F' 
w w j u Y M ' 8x 

G v „Gz„ durch — — -. — -r- 

n y n 8 n >c 
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ersetzen: 



H'(x,y,z)-H(x,y,z) 
(-1) X|M T^V S 5 {(-irß\r 8 grg6 f 76X f y6ß F;«F^H a Hß}. 



g#_ 



Den Summen- Ausdruck, welcher hier als Factor der rechten Seite der Gleichung auftritt, 
betrachten wir als abhängig von x' , y' , z' und bezeichnen ihn durch <p(V,y', z'). Diese 
Grösse ist dann eine quadratische Function, die im Punkte x von der zweiten Ordnung ver- 
schwindet. Setzen wir (xf, y', z') — (a a , b a -, c a ), so reducirt sich die Summe auf folgende: 

(p(a a ,b a ,c a ) =H a S \ (-l) ßlr5 gygdfyöxfyÖLifrxaf5xa H ß } ■ 
ß,y,o ^ J 

Dies ist aber, der Gleichung (21) zufolge, nichts anderes als H a H a>c und da 



Hr/Hr. 



RF, 



ax 



H» 



ist, so ergiebt sich: 



(p(a a ,b a ,c a ) = 



RF 



ax 



#> 



Nun ist 



(-ir*F a „ = 



X 


y 


z 


a a 


b a 


Ca 


a x 


b K 


C* 



X 


y 


x' 


y 


a x 


b x 



z 



es ist also (— \) a \ H F ax der Werth, den die Function F x annimmt, wenn (x , y , z) = (a 
ba, c a) gesetzt wird. Daraus folgt, dass im Punkte a 



,~t ' ' ' 
<P(x ,y ,z 



RH 



ist. Diese Gleichung muss nun identisch, für alle Werthe von (V, y', z') gelten. Denn da sie 
besteht für den Punkt a, so muss sie, der Symmetrie wegen, auch für die Punkte ß, y, ö 
gelten; ferner wird sowohl <p(V, y', z') als auch F% im Punkte x von der zweiten Ordnung 
Null; und da beide Seiten dieser Gleichung homogene quadratische Functionen von x 1 , y' , 
z' sind, so muss sie eine Identität sein. Wir erhalten also: 



H'{x, y, z) -H(x, y, z) = (-1)*'* ***** 

gxgiitixtix 



und somit: 



ß=(-l) x|/i ***M 



RR'Fl 
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Hiermit ist die Reduction der linken Seite der Gleichung (B) vollendet, und es ergiebt sich 

der Werth des Verhältnisses: 

k 2 
o _ „ 



k 2 



Daraus folgt, nach (A): 



9 l 2 r 4 g 
(47) k 2 = 2-|[. 

§17. 

Es bleibt nun noch übrig, die Argumente u, u' , u" selbst als Functionen der beiden 
Werthsysteme (x, y, z) und (V , y', z') darzustellen. Dadurch wird dann auch, mittelbar, die 
Beziehung festgestellt, in welche die Argumente zu einander durch die im § 5 willkür- 
lich angenommene Gleichung zwischen den Grössen L gesetzt sind. Wir gehen von einer 
Differentialgleichung aus, die wir aus dem Additionstheorem ableiten. 

Wir setzen in dem allgemeinen Additionstheorem (Gleichung (39) des ersten Theils) 
die Grössen v und w einander gleich, und führen das Doppelte dieser Grössen ein, also 



l / / l / // it \ ii 

V — W — 2«, V —W — 2« , V —W ~ J a ' 



ferner ersetzen wir 



u durch u + ^a, u durch u + ^ä ', u" durch u" + ^a . 
Dann geht diese Gleichung über in folgende: 

c 0(a • • • )u 0(w + a ■ ■ ■ ) km &(u ■ ■ ■ ) /m 

= Z ä l(-l) {ka ' la > ma) c ma ®(a---) klma e(u + a---) ka e(u---) la ]. 
a=0 

Jetzt geben wir den Indices k, l, m bestimmte Werthe, nämlich k den Werth 0, / den 
Werth x und m den Werth xA/i. Dann folgt: 

CQ®(a---) >c ®(u + a---) x x li ®(u---)xii 
= £[(-l)(«.^.^«)c Oja/l 0(a...)a* /I ®(« + fl-)a®(«-)«x]. 

In dieser Summe verschwinden diejenigen Glieder, die den Indices a — x, X, fi entspre- 
chen. Für a — wird 

(a, xa, xXßa) — (0, x, xXß) = mod 2. 
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Verstehen wir dagegen unter a, ß, y, ö die vier von x, X, ß verschiedenen primitiven 
Indices, so ist 

(a,xa, xÄßa) — (xXßßyd, xa, xX/ia) 
= xa \a-\-a\ xa + a \ xXjia; 

und dies ist = a \ xXß, oder, was dasselbe ist, = ßyd \ a. Demnach ergiebt sich: 

c 0(a ••• ) x ®(u + a ■■■ ) hX[X ©(«••• ) Xß - c xA/J ®(a--- ) A/i ®(u + a ••• ) ©(«■■■ )* 

= 5 {(-l)^ 5 l% y5 0(a---)al M 0( M + a---)a0(«---)«x}. 
a,ß,y,8 <■ J 

Wenn wir in diese Gleichung für die Grössen a, a', a" die Differentiale der Argumente: 
dw, di/, rfi/' einsetzen, so erhalten wir folgende Differentialgleichung: 

co ©Am ®xXpdu x - c*Xß ®x ®vdu Xli 

= S {{-\)WKß y6 c a ^© aK d® a \ . 
a,ß,y,ö <■ J 

In dieser Formel wollen wir die Theta- Functionen durch die entsprechenden a, und ebenso 
die Anfangsglieder u XjX und u x der Functionen ©^ und @ x ersetzen durch l x ^v Xjl und 
^v x , wo v XjX und v x die im ersten Theil eingeführten Anfangsglieder der entsprechenden 
CT-Functionen sind. Dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Form an: 



<5Xu<5xXiidv K - K Q dv X u = S \ (_l)ftrS|» ß? d aX » a * a CaxdOa \ . 
' ' a,ß,r,S{ e*Xuhulx J 



■cXfi'-X 
Der Nenner des Ausdrucks 



e >cXli''Xjl''>c 

ist, da nach Gleichung (68) und (79) des ersten Theils 

ce x xe xll e Xll 



e xXjl — 



re >c e x e ß lJ x l ß f >eXß 

fgxS^i 



Xli rg 2 l x l^e Xß 

ist, gleich: 

efgXSp e xX e xß 



r 1 g 1 ey i e x l\e VL l] i f >cXvL 
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und dies ist, der Gleichung (69) zufolge: 



'"r 10 /V«*/*l/i" 

Der Zähler dagegen ist schon in § 2 umgestaltet und hat dort folgende Form erhalten: 



e 2 g 1 gxe x xe xß 



Wenn wir also den Quotienten bilden, so erhalten wir folgendes: 

eg r l gxfyöxfößxfßyxfxXn 



fgXgß 



Nun ist nach (71) und (72): 



daher: 



Demnach erhalten wir: 



„5 ' „4 ' 



e*vz 3 



/ 



•7 






g\g\i a,ß,Y,< 
Multipliciren wir diese Gleichung mit c x , so wird 

a x a Xß a xXß - ®xX\x - --XXpMxXßi 

2 °0 

CO 
GxGaxdOa = cp a >cdloga a . 

Nun ist aber, da coa\ = y a ist, 

2<ilog<7 a + <ilogö) = dlog\j/ a ; 

folglich 

OxOaxdOa = \Waxdlog\j/ a - ^cp a>c dlogCO. 

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so fällt der mit <ilog cd multiplicirte Ausdruck fort, da 
nach § 2: 

s{{-\)W\ a f Y5x f 5ß J ßyx (p ax ) = 
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ist, und wir erhalten: 

(48) 2 (Xxii «xAm dv H - \j/ x dv lß ) 

Diese Formel wird zur Darstellung der Differentiale dv x und dvx^ führen. Wir denken uns 
für die Grössen q>,X, V, 0) ihre Ausdrücke durch (x, y, z) und (V, y', z') eingesetzt. Unter 
dieser Voraussetzung transformiren wir zunächst die Summe 

S= S {(-l) ßrSla f 7S „f Sß „f ßr „(Paxdlog ¥a }. 
a,ß,y,8 *• ' 

Da Ya = H a H' a , mithin 

Jlog \j/ a = dlogHa + dlogH' a 

ist, so zerfällt die Summe S in zwei Theile 

S = Si+S 2 , 
von denen 

a,p,y,o <• ' ■> 

ist, während 52 aus 5i durch Vertauschung von (x, y, z) mit (V , /, z') hervorgeht. Der Aus- 
druck S\ ist nun in Bezug auf x, y, z eine lineare Function, die im Punkte x verschwindet. 
Es ist ferner diese lineare Function symmetrisch in Bezug auf die vier Indices a, ß, y, 
ö. Untersuchen wir jetzt, welchen Werth 5i in einem dieser Punkte, z. B. in ö, annimmt. 
Alsdann ist F 5>c = 0; F aK geht über in (-l) s ^f Sa>( , daher 

(-l)^l F ox in(-l)*l"(-l)W«/*«x- 

Somit erkennen wir, dass der Werth von 5i im Punkte ö durch folgenden Ausdruck gegeben 
ist: 

(-l) 5|x /5a*/ö/3*/5 7 * S {(-l)M a f ßY „F^dlogH' a }. 

a,p,y *• } 

Nun lehrt aber die Formel (28), dass der hier auftretende Summenausdruck ersetzt werden 
kann durch folgendes Product: 

gagßgygA^) 3 
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Vergleichen wir hiermit den Werth, welchen die - im Punkte x gleichfalls verschwin- 
dende - lineare Function M K x^ im Punkte ö annimmt. Diese ist, nach (32), durch folgen- 
den Ausdruck gegeben: 

M x,Xii = S \ (-1) "göfxöafxöß F Sl G> Sa H ^ F r^ r ; 

Y,ö <• J 

sie nimmt also, wenn wir (x, y, z) = (a§, bg.cg) setzen, wodurch F Sx = wird, den Werth 
an: 

(-1) ^föaxfsßxföyxgö F SX G 'sß H 'fi- 

r setzen: Vh^Vh^Vh^Vh^. Die 7 
Functionen S\ und M K x^ im Punkte ö sind demnach folgende: 



Für Fß^G'g H'„ können wir setzen: vH'vH'vH'^vH'Z. Die Werthe der beiden linearen 



gagßgygxWR'y 



und 

(-1) ^fdaxfößxföyxgS V H 'x V H ß v H öX V^ r 
Beide Ausdrücke unterscheiden sich von einander nur durch den Factor 



gagßgygsg^VH^VHliiVR 1 ) 3 

der auf die Form 

SxgnKG' x ^ 

gR' 2 
gebracht werden kann, und sich nicht ändert, wenn a mit ß, y oder 5 vertauscht wird. 
Mithin gilt für alle vier Punkte a, ß,y, 5 die Gleichung: 

Ä l _ ^2 M >ti(i' 

gR' 

und da dies eine lineare Gleichung in (x, y, z) ist, so muss sie für alle Werthe dieser Grössen 
bestehen. Hiermit ist also bewiesen, dass sich die Function S\ von M K ^„ nur um einen von 
x, y, z unabhängigen Factor unterscheidet. 

Nun steht aber die Function M x ^„ (wie aus (31) und (42) hervorgeht), mit der Grösse 
(O^ix m folgendem Zusammenhange: 

h * f !lh _ f R jg 

^xXß n — gxJxXil jr , Mx,Xß> 

^X^i J (JXn 
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es ist also: 



J 

R 
Daraus folgt: 

gX8ß JA ' 



gxfxXß M x,Xß - R \pXß (0 xXß~ H ^ F Xß) 



, c gX,gß J/x ( „/ „i 

gxJxXß^l = RRll [XXß a} xXß H K ~ Vx H Xß 



S2 erhalten wir hieraus, indem wir (jc, y, z) mit (V , y', z') vertauschen. Die alternirende 
Function / verwandelt sich dabei in — /. Es ist also: 

gx:fxXß S 2 = RlRl {XXß<°xXß H x ~ W^ H Xß) ■ 

Nun ist nach der Gleichung (48): 

Xx^xXiidVx-yxdvx^ = — . 

Igxgß <?0 

Wenn man hier für 5i und S2 die gefundenen Werthe einsetzt, so erhält man: 

\JcoM 



%Xß^ißdv x - y/xdvxv = - RR/2(7 [Xxh<»xXli H x ~ Yx H Xn) 

i/CÖA 



Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 

/ UüüHx hJ(öH' . 

ZA^^^-^^A+^^A^ 



Hier ist nun leicht zu sehen, dass die mit XXß^xXß un( ^ Wx multiplicirten Ausdrücke gleich 
Null sein müssen. Denn es ist allgemein 

dv m — a m du + b m du + c m du , 

lim — U m l± "T U m l± "T C m l± , 

H m ~ a mH + b m H + c m H . 
Dadurch nimmt auch der Ausdruck 

jJO)H m 2 J ^ H m w 

dv m — , — A + — — ^ — A 
gR'R 2 a gRR' 2 a 
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die Form 

Arno + b m & + Cmü" = & m 

an, wo #, -&', •&" von dem Index m unabhängige Grössen bedeuten. Führt man für den 
Augenblick diese Grössen & m ein, so ergiebt die aufgestellte Gleichung: 

Diese Formel kann nur dadurch bestehen, dass allgemein "d^ und "&x\i gleich Null ist. 
Am klarsten wird dies erkannt, wenn wir die am Anfange des vorigen Paragraphen aufge- 
stellte Gleichung 



5 | ( _i)/Jr|a« f ßyX f a5X (öß 7x (ö a8} \ = (-lr^g^kl^x^ 

a,ß,y <■ > <7 n 



zu Hülfe nehmen. Angenommen nämlich, dass die Grössen d- m von Null verschieden wä- 
ren, so wäre 



(0 



xXß 



$* Xx ß 



also 



mithin 



Die drei Producte 



w ßyx — a », ' w a5x — Q 



_ VaV/3 V*«x _ 

®ßyx®a8x - . <. — — — - (0 7 ax(DßS> 

VaUß XyxZSx 



^ßyK^aÖK-, MyaxMßSK-, ^aßx^yS^ 



wären demnach einander gleich; und da die Summe der Coefficienten des Ausdrucks auf 
der linken Seite gleich Null ist, so würde sich ergeben: 



ol 



% 



2%xß ~ 0? 



was unmöglich ist. Es zeigt sich also, dass wir allgemein d- m — zu setzen haben. Hiermit 
ist die Darstellung der Differentiale gefunden, nämlich: 



gR'R 2 o Q ~ gRR'W 



dv m — „ — A — „ — A . 
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Diese Darstellung ist jetzt dadurch zu vereinfachen, dass für Co derjenige Werth gesetzt 

U 

wird, der sich in § 15, Gleichung (45) ergab. Es war dort Oq — ^-. Nun folgt aus den 

Gleichungen: 

*xA = — — , V* = 0)<, Xj/X = (00%, 
OxOx 



dass 



WxVxXxX = <o 3 <P*x 



ist. Ersetzen wir diese Grössen durch ihre Ausdrücke in x, y, z, x' , y', z', so folgt: 

H x H xG x x H x H x G xX ~ ® F xX F kX ; 

und da 

H x H X G xX = RF xX , #x#A G xA = ^x/l 

ist, so erhalten wir: 

ö 3 = RR'. 

kJa> 

Setzt man dies in den Ausdruck von Oq ein, so wird <7o = -; daher: 

RR 



Nun ist 



1 / A ,A'\ 
dVm -2gk{ Hm R- Hm l?)- 



LI m — U m r± "T O m tl "T C m rl , 



Vm — (l m U "T OftiU T" C m W , 

daher erhalten wir die Differentiale der Argumente durch folgende Formeln ausgedrückt: 

1 /#A ff'A' 

dw' = 

rfw = 



2kg ' 


V* 


R' 


1 | 


^HA 


WA' 


2fcg' 


V* 


R' 


J-l 


fffA 


WA' 



Die Integrale 



2kg \ R R' 



HA f HA f HA 



2kgR J 2kgR J 2kgR 
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ausgedehnt auf einem bestimmten Integrationswege von einer beliebigen, aber festen unte- 
ren Grenze a, b, c bis zu dem veränderlichen Punkte x, y, z bezeichnen wir durch 

U{x,y,z), U'(x,y,z), U"{x,y,z). 
Es ist dann 

x,y,z x,y,z x,y,z 

u= f(dU)+c, u' = f(dU') + c', u" = I \dU") + c" ', 

x',y,z' A/,z' *,?,z! 

wo c, c', c" die von x, y, z und x 1 , y' , z' unabhängigen Integrations-Constanten bedeuten; 
oder: 



u — U(x,y,z)-U (V ', y , z) + c, 
w' = U'(x, y, z) - U'(x , /, z) +c 
u" = U"(x,y,z)-U"(x',y', 



z ) + c . 

Es ist offenbar, dass die Constanten c, c', c" auf mehr als eine Art bestimmt werden kön- 
nen, da die Integrale, durch welche die Argumente dargestellt sind, mehrdeutige Functionen 
sind. Es fragt sich nun: Welche Werthe können diesen Constanten ertheilt werden? Unsere 
ganze Untersuchung ist begründet auf der Voraussetzung, dass die Determinante der sechs 
Grössen L\\, Z42 etc. gleich Null gesetzt werde. Diese Determinante ist eine Function, die 
gleichzeitig mit den Argumenten verschwindet. Es muss daher möglich sein, diese Glei- 
chung so aufzulösen, dass die absoluten Beträge der Argumente beliebig kleine Grössen 
sind. 

Werden die Argumente geradezu gleich Null gesetzt, so verschwinden alle diejenigen 
a-Quotienten, deren Zähler eine ungrade, und deren Nenner eine grade <7-Function ist. 
Nun findet aber ein gemeinsames Verschwinden aller dieser Quotienten nur statt in dem 
Punkte (x, y, z) — (V, y', z')', es müssen also —c, —c', —c" diejenigen Werthe sein, welche 
die Integrale 

x,y,z x,y,z x,y,z 

dU, [ dU' [ dU" 



x,y,z x ,y ,z x ,y ,z 

erhalten, wenn man die obere Grenze mit der unteren zusammenfallen lässt. Es sind also c, 
c', c" im Allgemeinen ein System von Integral-Perioden; speciell sind diese Grössen gleich 
Null zu setzen, wenn die Integrale so definirt werden, dass sie verschwinden, wenn die 
obere Grenze der unteren gleichgesetzt wird. 

Andrerseits verschwindet die Determinante der Grössen L auch dann, wenn für u, u! , u" 
ein vollständiges Periodensystem 2c5, 2co', 2(ü" gesetzt wird. Nimmt man u, u', u" in der 
Nähe eines solchen Systems an, und definirt die Integrale wieder so, dass sie verschwinden, 
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wenn (x, y, z) mit (xf, y', z') zusammenfällt, so wird c — 2ä>, c' — 2co' , c" — 2(b" . Diese 
verschiedenen Lösungen können nicht wesentlich verschieden sein, sondern müssen durch 
Aenderung der Integrationswege in einander übergehen. Daraus geht hervor, dass jedes 
Periodensystem 2c5, 2co', 2co" auch ein Periodensystem der drei Integrale U, U', U" sein 
muss, und umgekehrt. Wir können daher die Grössen c, c' , c" allgemein gleich Null, also 



(49) 



x,y,z 
= J(dU) 


x',y',z' 



x,y,z 



\I = i\dU') 



x,y,z 



u" = f(dU") 

x',y',z' 

setzen; wird x, y, z in der Nähe von x 1 , y' , z' angenommen, so erhalten wir, je nach der Wahl 
des Integrationsweges, ein Werthsystem u, u' , u" , das der Umgebung des Nullpunktes, oder 
irgend eines Periodensystems 2ö), 2ö}', 2(ü" angehört. 
Es ist 



(50) 



U 



HA 



U' 



HA 



U" 



HA 



2kgR J 2kgR J 2kgR 

Der Formel (29) zufolge ist das Differential A durch folgenden Ausdruck gegeben: 

A = xdH + ydH + zdH. 

Da aber nach (26) die Identität besteht: 

xH + yH + zS^O, 

so ist auch 

A = - (Hdx + Hdy + Hdz) . 

Je nachdem man die Integrale als Functionen von x, y, z, oder von H, H, H auffassen will, 
hat man die eine oder die andere Darstellung zu wählen. 

Diese drei Integrale: j dU, JdU', J dU" haben die Eigenschaft, dass sie an keiner Stelle 
des Gebildes unendlich werden. _ 

Wir fassen die drei Grössen H, H, H, als Integrationsvariable auf, und betrachten das 

Integral 

H V A 

~R~' 
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Dieses lässt sich mit Hülfe der Relation 

S {(-l) W V^gfla} = ^^^, 
«^.r L J gagßgygvVR « 

welche in § 10 aufgestellt worden ist, in zwei Theile zerlegen. Da nämlich in dem Ausdruck 
auf der linken Seite die Summe der mit dlogH a , dlogHß, d log Hy multiplicirten Grössen 
gleich Null ist, so können wir diesem Ausdruck folgende Form geben: 

cF a v (d log H a -d log H r ) + cFß v (d log Hß - d log H Y ) . 

Nun ist 



d\ogH a — dlogHy — 2d\og 



H a 



= 2- 



Hy 



f H n 



d 



'H n 



Fnv — 



H a VH V VH, 



av 



R 



dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Gestalt an: 
H v yH av 



Hy 



c\ 



:d 



'H n 



c 2 



'Hy\/H V \/Hß y 



:d 



'Ha 



V^/iv ff fixV^l VvÄy/ yHx^VH^^VH^x \vH 



Das Integral 



HA 
~R~ 



H V A 
~ ~R~' 

zerfällt dadurch in zwei Theile, deren jeder nur in den Berührungs- 



punkten der Doppeltangenten H^ = 0, H^ x — 0, H x x — 0, Hy = unendlich wird. Wir 
können aber in dem Ausdruck dieses Integrals die sechs von v verschiedenen Indices belie- 
big unter einander vertauschen. Vertauscht man x, X, ß mit a, ß, y, so erhält man eine neue 
Form, aus der hervorgeht, dass das betrachtete Integral in den angegebenen acht Punkten 
nicht unendlich wird. Mithin kann das Integral 

HyA 

~R~ 

an keiner Stelle des durch die Gleichung M — definirten Gebildes unendlich werden, 
sondern muss an jeder den Charakter einer ganzen rationalen Function behalten. 

Da dies für alle sieben primitiven Indices gilt, so überträgt sich diese Eigenschaft un- 
mittelbar auf die Integrale 



HA 



HA 



HA 



2kgR J 2kgR J 2kgR 
die wir die Normal-Integrale erster Gattung nennen; und die Integrale müssen diese Eigen- 
schaft auch besitzen, wenn wir sie nicht als Functionen von H, H, H, sondern von x, y, z 
betrachten. 
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§18. 

Wir haben bis jetzt nicht die c-Functionen selbst, sondern nur die Quotienten derselben 
als abhängig von x, y, z und x 1 , y' , z' aufgefasst. Es lassen sich aber Differentialgleichun- 
gen aufstellen, welche die Grössen a m selbst, und zwar zunächst durch ihre Logarithmen 
definiren. Die Reduction dieser Gleichungen auf diejenige einfachere Form, in der sie er- 
scheinen bei der von den Integralen ausgehenden Theorie der Abel'schen Functionen, ist 
indess mit nicht geringen formalen Schwierigkeiten verbunden. Wir beschränken uns des- 
halb darauf, nur die wichtigsten Eigenschaften dieser Transcendenten anzugeben, welche 
ohne Rechnung erkannt werden können. 

Wir wissen, dass jede der Functionen <j(u, u', u") m entwickelt werden kann in eine stets 
convergirende Potenzreihe der Argumente u, u' , u" . Diese Argumente selbst sind durch 
Integrale erster Gattung dargestellt worden, welche an jeder Stelle des algebraischen Ge- 
bildes (x, y, z) den Charakter ganzer rationaler Functionen haben. Daraus folgt, dass auch 
die Function <j(u, u', u") m , als abhängig von x, y, z betrachtet, an keiner Stelle des alge- 
braischen Gebildes unendlich werden kann, sondern überall den Charakter einer ganzen 
rationalen Function besitzen muss. Lässt man den veränderlichen Punkt (x, y, z) eine ge- 
schlossene Linie durchlaufen, so ändern sich die Normal-Integrale erster Gattung allgemein 
um ein Periodensystem 2(0, 2(o' , 2(o"; es geht also <j(u, u', u") m über in: 

a(u + 2(0 ■■■) m ^e^ u ' u '' u "' p ' q \-l)^ p£ '"- qS ^a(u ■■■)„. 

Die Transcendente a m ändert sich also auf einem Periodenwege um einen Exponentialfac- 
tor, dessen Exponent eine lineare Function von u, u', u", d. h. ein Integral erster Gattung 
ist. 

Diese Exponentialfactoren werden an keiner Stelle Null oder unendlich. Daher hat die 
Frage: an welchen Punkten wird die Function a m gleich Null? eine bestimmte Bedeutung. 
Denn wenn irgend ein Zweig der Function an einer Stelle des Gebildes verschwindet, so 
muss auch jedes durch analytische Fortsetzung daraus abgeleitete Element an derselben 
Stelle den bestimmten Werth Null haben. 

Wir wissen, dass jeder Quotient — — an drei Punkten verschwindet, und an drei von 

dem Index m unabhängigen Stellen unendlich wird. Nun kann der Quotient — — , da a m und 

Ob 
Ob nie unendlich werden, nur dadurch verschwinden, dass der Zähler verschwindet, und 

nur dadurch unendlich gross werden, dass der Nenner verschwindet. Es sind also für jeden 

Index m(m — eingeschlossen) drei Punkte von vornherein bekannt, in denen o m = wird. 

Es ist nun zu beweisen, dass a m nur an diesen drei Stellen verschwindet. 

Das logarithmische Differential von a m lässt sich, wenn wir diese Function als abhängig 

von x, y, z betrachten, in folgender Weise darstellen: 

d(\ogOm) = — = dU-\ =n—dU -\ ^-n—dU . 

du du du 
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Die Differentialquotienten sind hier so zu bilden, als ob u, u', u" unabhängige Grössen 

wären, dann aber die beschränkten Werthe derselben einzusetzen. Lässt sich nun beweisen, 

dass die drei Grössen 

d log a m d log a m d log a m 

du du' du" 

nur in den drei bekannten, zum Index m gehörigen Punkten unendlich werden, so folgt, da 
dU, dU' , dU" Differentiale nie unendlich werdender Functionen sind, dass auch log(<7 m ) 
nur an den drei bekannten Stellen unendlich wird. Nun bilden wir in derselben Weise: 

fdloga m \ d 2 loga m d 2 loga m , d 2 loga m „ 

d \ -^ = 32 du + 5 5 / dU + -) 5 // du ■ 

\ du J du L dudu dudu" 

Hier sind die drei mit dU, dU' , dU" multiplicirten Ausdrücke, wenn wir u, u', u" als unbe- 
schränkt veränderliche Grössen auffassen, periodischen Functionen der Argumente. Denn 
es ist log(<7 m ) eine Function von u, u', u", die sich um eine additiv hinzutretende lineare 
Function 2r]u + 27]' u' + 2r\"u" + Const. ändert, wenn die Argumente um ein Perioden- 

d log o m 

system vermehrt werden; die ersten Ableitungen — etc. ändern sich daher nur um 

du 

~ ~, ~ii d log(7 m 

die Constanten 2t; , 2r\ , 2r\ , die zweiten: — t—^ — etc. bleiben ungeändert. Ferner haben 

du 1 

diese zweiten Ableitungen die Eigenschaft, dass das Product einer jeden mit a 2 eine stets 
endlich bleibende Function ist; denn jedes dieser Producte lässt sich darstellen durch eine 
ganze Function von a m und ihren Ableitungen. Nun haben alle Quadrate der 64 Functio- 
nen o m die Eigenschaft, dass sie sich um denselben Exponentialfactor vermehren, wenn 
die Argumente um ein Periodensystem vermehrt werden: 

{e(u + 2o)---) m } 2 = e 2 ^ u ->P^{e(u---) m } 2 . 

Es sind also diese 64 Functionen c^, ebenso wie die Producte 

2 d 2 logG m 2 d 2 \ogO m 

<7M Z dudu 

der Definition des § 2 im ersten Theil zufolge, Theta-Functionen zweiten Grades mit einer 
Charakteristik, deren Elemente /i, v sämmtlich Null sind. Da aber, wie dort gezeigt ist, nur 
r p linear unabhängige Theta-Functionen rten Grades von einer bestimmten Charakteristik 

. . . ?<5 2 l g<7 m . . 

existiren, so muss zwischen err, — =r— = — und acht Quadraten von Theta-Functionen eine 

du 1 
lineare homogene Gleichung bestehen. Wir wählen die acht Quadrate: 

-2 _2 _2 _2 

°b 5 a i > °2 ■ ■ ■ °i ■ 
Zwischen diesen acht Grössen besteht keine lineare Gleichung von der Form: 

AGq +A { o 2 + ■■■ +A 7 a 2 = 0, 
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so lange die Argumente als unbeschränkt gedacht werden. Denn angenommen, dass eine 
solche Gleichung existirte, so verschwinden, wenn wir die Argumente gleich Null setzen, 
alle Glieder mit Ausnahme des ersten; folglich muss A — sein. Setzen wir ferner die Argu- 
mente gleich dem halben Periodensystem CO 1 , CO 1 ', CO 1 ", so verschwinden alle Glieder mit 
Ausnahme des zweiten; folglich muss Ai — sein. Auf diese Weise sieht man, dass alle Co- 

9 d log (7 m 
efficienten A, A[ ■ ■ ■ A-j gleich Null sein müssen. - Hieraus folgt nun, dass sich <7„ 



du 2 
zerlegen lassen muss in ein lineares Aggregat: 

7 
a=0 

d 2 loga m 
dass also — — -= — sich in dieser Form darstellen lassen muss: 
du 1 

du 2 a trA a o 2 )- 

Dasselbe gilt von den fünf übrigen zweiten Ableitungen. Setzen wir nun für die c-Quoti- 

a 2 

enten ihre Ausdrücke durch x, y, z und x' ', y' , z', so verwandelt sich jedes Glied A a — y in 

eine rationale Function von x, y, z, welche nur unendlich wird in den drei uns bekannten 
Punkten, die zum Index m gehören. Daraus folgt, dass alle sechs zweiten Ableitungen, als 
Functionen von x, y, z betrachtet, nur in denselben drei Punkten unendlich werden. Daraus 
aber ergiebt sich, dass auch die Integrale 

d log a m d log o m d log O m 



du du' du" 

und endlich log a m selbst nur in den drei zum Index m gehörigen Punkten unendlich wird, 
dass also a m nur in diesen drei Punkten verschwindet. Ferner ist klar, dass a m in diesen drei 
Punkten auch nur von der ersten Ordnung unendlich klein werden kann; denn sonst müsste 

der Quotient — — auch von höherer als der ersten Ordnung unendlich klein werden. 

§19. 

Durch die im § 17 geführte Untersuchung ist die eigentliche Bedeutung der im § 3 fest- 
gesetzten Beschränkung der Veränderlichen u, u', u" gezeigt worden. Wir sahen, dass wenn 
die Determinantengleichung zwischen den Grössen L\\, Lyi etc. besteht, die Argumente u, 
u', u" nicht mehr willkürlich sind, sondern durch die drei Normal-Integrale, jedes von einer 
bestimmten unteren Grenze (x', y', z') bis zu einer bestimmten oberen (je, y, z) ausgedehnt, 
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dargestellt werden können. Die Ausdrücke der cr-Quotienten, welche wir gefunden haben, 
sind also diejenigen Werthe, welche die Functionen 



<j(u, u', u 



m 



C(u, U r , u") n 

annehmen, wenn für die Argumente u, u', u" die drei Integrale 

dU, I dU' fdU", 



genommen zwischen diesen beiden Grenzen, eingesetzt werden. Die untere Grenze (V, y', 
z') wollen wir als fest annehmen; dann können wir die drei Integrale durch U(x, y, z), 
U'(x, y, z), U"(x, y, z) oder kürzer durch U, U' ', U" bezeichnen. Wir können dann die Re- 
sultate der vorangehenden Untersuchungen so zusammenfassen: 

Setzt man für die Argumente u, u', u" der cr-Functionen die Integrale U, U', U" ein, so 
verwandelt sich jede der 64 c-Functionen in eine transcendente Function von x, y, z, die 
an drei Stellen des Gebildes, und zwar von der ersten Ordnung, verschwindet. Diese drei 
Stellen sind, für die graden Functionen o m , algebraisch abhängig von der unteren Grenze 
der Integrale, und zwar sind sie für die Function Oq definirt als die gemeinsamen Nullpunk- 
te der sieben Functionen Q.^, für <3 K x\a a l s diejenigen Nullpunkte der Function Q. K x^, die 
weder Doppelpunkte sind, noch der Gleichung F x — genügen. Für die ungraden Func- 
tionen o m dagegen sind sie unmittelbar gegeben; es fällt nämlich für diese einer der drei 
Nullpunkte immer mit der unteren Grenze (V, y', z') zusammen; die beiden andern werden 
gebildet durch das von (xf, y', z') unabhängige Punktepaar m, in welchem H m verschwindet. 

Der Quotient zweier <7-Functionen 

a(U, U', U") m 



a(U, U', U") n 
ist eine algebraische Function, die in der Form 

ti mn R(x, y, z) 

darstellbar ist; wo R(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Die Grössen r\ sind Qua- 
dratwurzeln aus rationalen Functionen. Bei der Definition dieser Grössen ist eine gewisse 
Willkür gelassen; man kann jede von ihnen mit einer rationalen Function multipliciren, oh- 
ne dass die wesentlichen Sätze über dieselben geändert werden. Wir können deshalb, wenn 
wir wollen 
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setzen; endlich ist auch das Product aller sieben Grössen T]^ eine rationale Function. Wir 
können deshalb 

?7x = — 1= (x = 2,3--7), 

vffi 

setzen, wodurch nun alle Grössen r\ bestimmt sind. 

Ist m ein ungrader Index, so sind von den Nullpunkten der Function o(U, U', U") m 
zwei von der unteren Grenze unabhängig. Aendert man daher die untere Grenze und be- 
zeichnet mit U, U , U die Normal-Integrale, ausgedehnt von einer neuen willkürlichen 
Stelle x", y", z" bis zu x, y, z, so ist offenbar, dass der Quotient 



a(U,U',U 



m 



Im 



a(U,U ,U' 

nur an der Stelle x 1 , y' , z' verschwindet, und nur an der Stelle x" , y" , z" unendlich wird, bei- 
des von der ersten Ordnung. Diese Function ändert sich überhaupt nur um einen constanten 
Factor, wenn wir den Index m durch einen andern ungraden Index n ersetzen. Dies geht aus 

^J vti v VIT 

der Gleichung — = c — 1= unmittelbar hervor. 



§20. 

Zur Darstellung der allgemeinen cr-Functionen führt jetzt folgender Satz. 
Es seien 

x,y,z x,y,z x,y,z 

U= fdU, U'= I dU' U" = I dU" 



a,b,c a,b,c a,b,c 

die drei Normal-Integrale erster Gattung, genommen von einer festen unteren Grenze (a, b, 
c) bis zum willkürlichen Punkte (x, y, z) ; es seien ferner 

vo, v , v ; vi, v,, vj • "V r _i, v r _!, v r _,, 
wo, w' , wo'; vvi , w[ , w" ■ ■ ■ w r _i, w' r _ l , w" r _ x 

2r Systeme von je drei Constanten, die den drei Bedingungen 

r—\ r—\ r—l 

£(v«-w a )=0, £ (v' a - w' a ) = 0, £(i 
a=0 a=0 a=0 

genügen, im Uebrigen willkürlich sind; es seien endlich 

ko,ki,k2---k r -i\ Iq, h,---l r -i 



ii ii - 
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2r beliebige Indices, und m derjenige Index, der durch Zusammensetzung aller entsteht; 
dann ist das Product 

Q= TT / g (^ + v « •••)*« 

darstellbar durch eine algebraische Function von x, y, z, die durch Multiplication mit dem 
Factor 7] m in eine rationale übergeht. 

Wir beweisen diesen Satz schrittweise durch das Additionstheorem; zunächst für den 
Fall, dass das Product aus einem einzigen Quotienten besteht; dann für den Fall r — 2; 
daraus folgt schliesslich das Allgemeine. 

Wir setzen in dem Additionstheorem, das in der Gleichung (39) des ersten Theils ent- 
halten ist, den Index m = 0. Dann erhalten wir: 

(51) co&(2v---) k i&(u + w---) k &(u-w---)i 

7 

= L [ ± ®(v + w-")«o©(v-w-")o®( M + v -")te®(»-v-")/o]- 
a=0 

Hier machen wir ferner die Voraussetzung, dass die beiden Indices k, l so beschaffen sind, 
dass der aus beiden zusammengesetzte kl grade ist. Dann setzen wir v, v', v" gleich Null 
und drücken die Theta- Functionen aus durch die a. Dann erhält das Theorem folgende 
Gestalt: 

7 

o{u + w ■ ■ -) k o(u-w ■ ■ -)i = Y, [A a o{u---) ka o{u---)ia\, 

wo Aq, A\ • • -A-j von u, u', u" unabhängige Factoren bedeuten. Nun setzen wir u — U, u! — 
U', u" — U", und dividiren die Gleichung durch {o(U ■ ■ ■ )o} 2 - Alsdann wird jedes Glied 
des Ausdrucks auf der rechten Seite eine mit dem Factor r\ k i behaftete Function; es ist also 
der Quotient 

a(U + w---) k o(U-w---)i 

{o(U...)o} 2 
dargestellt in der Form: 

rj k iR(x,y,z), 

wo R(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Dies beruht auf der Annahme, dass der Index 
kl grade ist, weil sonst c k i verschwindet und dadurch die Gleichung illusorisch wird. 

Es seien nun k,m zwei beliebige Indices. Jedenfalls lässt sich zu diesen ein dritter, 
/, bestimmen, von der Beschaffenheit, dass sowohl kl als ml grade ist. Ist km grade, so 
brauchen wir nur / — k zu setzen; dann ist kl — 0,ml — km, also beide Indices, wie verlangt, 
grade. Ist aber km ungrade, also entweder von der Form x oder hX, so setzen wir / = Xaßk 
(x, X, a, ß sollen irgend vier verschiedene der sieben primitiven Indices bedeuten). Es ist 
dann im ersten Falle 

kl — Xaß, ml — xXaß; 
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im zweiten: 

kl = Xaß, ml — xaß ; 

also in beiden Fällen kl und ml grade. - Es ist nun bewiesen, dass sich 

o{U + w---) k a{U -w---)i 
M£/---)o} 2 

durch eine mit dem Factor %/, 

o(U + w---) m o(U-w---)i 
{o(U---)oV 

durch eine mit dem Factor r\ m i behaftete algebraische Function von x, y, z ausdrücken lässt. 
Der Quotient beider Grössen 

o(U + w-) k 

a(U + w---) m 

ist also eine Function von x, y, z, die durch Multiplication mit dem Factor r\ km in eine ra- 
tionale übergeht; und zwar sind hier die Indices k, m keinerlei Beschränkung unterworfen. 
Damit ist der ausgesprochene Satz für den Fall, dass sich das Product auf einen einzigen 
Factor reducirt, bewiesen. 

Wir vermehren jetzt in der Gleichung (51) die Veränderlichen u um die Grössen v, und 
setzen v + w — vi , v — w — Vi- Dann erhalten wir: 

C ©Ol + V 2 • • • )kl ©0 + Vi • • • )jfc0(w + v 2 • • • )/ 
7 
= £ [± ®( v l " " " )kla ®(V2 • • • )a ©(« + Vi + V 2 ■ ■ ■ ) ka ®(u ■ ■ ■ )/«] . 

Hier setzen wir wieder die Integrale U, U 1 , U" für die Argumente u, u', u" ein, und erset- 
zen die durch die mit Constanten behafteten a. Dann erhalten wir eine Gleichung von 
folgender Form: 

7 

a(U + vv) k o{U + v 2 ---)i= £ [B a a(U + vi + v 2 ---) ktt a{U •••)/«] • 

a=0 

Hier bedeuten Bq, B[ ■■ ■ Bj von x, y, z unabhängige Factoren. Dividirt man diese Gleichung 
durch 

o(U + vi + v 2 ---)oO(U---)o, 

so wird, wie bereits bewiesen ist, 

a(U + vi + V2---)ka 
o(U + vi + v 2 ---)o 
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eine mit dem Factor r{kai 

a(U-) 

eine mit dem Factor 7]i a behaftete, also das Product beider Quotienten eine mit dem Factor 
r\ki behaftete algebraische Function von x, y, z. Dies gilt von jedem Gliede, also auch von 
der Summe; es ist daher 

a(U + v l ---) k a(U + v 2 ---)i 

— — ■ — — - — - = TluR(x, y, z). 

o(U + v 1 + v 2 ---)o<5{U---)o 

Wir bilden in derselben Weise den Quotienten: 

C(U + Wi • • • ) m o(U + W 2 ■ ■ ■ ) n 



a{U + w\ +W2---)o<J(U 



••• 



Dieser muss sich darstellen lassen durch eine mit dem Factor r\ mn behaftete algebraische 
Function von x, y, z. Wenn wir nun zwischen den vier Systemen von je drei Constanten: 

vi, vi, vi'; v 2 , v' 2 , v'{; w 1 ,w' 1 ,w'(; w 1 ,w 1 ,w' 1 ' 

die drei Relationen annehmen: 

Vi + V2 = W\ +W2, 

1,1 1,1 

v l + v 2 — w \ + w 2i 

v'l + V2=w'l + W 2 \ 

so werden die Nenner beider Quotienten einander gleich; wir erhalten daher: 

o(U + Vl ---) k o(U + v 2 ---)i 



a{U + wi---) m a(U + w 2 - 



lklmnR(x, y, Z) 



Damit ist der anfangs ausgesprochene Satz für r — 2 bewiesen. 

Um nun zum Beweise des allgemeinen Theorems zu gelangen, nehmen wir an, dasselbe 
sei bewiesen für den Fall, dass das Product aus r — 1 Factoren besteht. Wir sondern vom 
Zähler von Q einen, vom Nenner zwei Factoren ab: 

r-l 

c7(£/ + v ---)jfco FI {o(U + v a ---) ka } 
Q = ^- 



r-\ 

o(U + Wo---) k) 0(U+Wi ■■■)/, FI {<?(U + W a ---)la} 

a=2 



Demnach können wir, indem wir im Zähler und Nenner einen Factor 

o(U + wo + wi -vq---)o 
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hinzufügen, den Ausdruck Q in die beiden Factoren zerlegen: 

a(U + v • • ■ )k &(U + w + wi - v • • • )o 



ßi = 



a(f/ + w ---)/ ( ,< 7 ( f/ + w; i 



•••;/, 



<r(t/ + vi • • • )k, rJ / ^(C/ + v a ■ ■ ■ ) ka 



a(U + Wo + W\ - vo • • • )o a=2 l c7 ( f/ + w « ' ' ' )*a 

Setzen wir nun 

£oWi =/»i; k\k2---k r -\hh---l r -\ —m2, 

so sind zunächst für den ersten Ausdruck Q\ die drei Voraussetzungen des Satzes erfüllt; 
und da wir denselben für r — 2 bewiesen haben, so ist Q\ eine mit dem Factor i] mi behaftete 
algebraische Function von x, y, z. Aber auch für den zweiten Factor sind die Voraussetzun- 
gen erfüllt; denn da 

r-\ 

Y, (ya-Wa) =Q 

angenommen ist, so ist 

r-\ 

vi - w - Wi + v + Y, ( v « ~ w «) = °- 

a=2 

Nehmen wir also an, dass der Satz für Producte von r —\ Factoren bewiesen sei, so folgt, 
dass 02 e i ne mit dem Factor r/ m2 behaftete algebraische Function ist. Nun ist m\m2 — m; es 
ist also r\ mi T]m2 eine mit r\ m behaftete Function von (jc, y, z). Daraus erkennt man, dass das 
Product Q durch Multiplication mit dem Factor r\ m in eine rationale Function von x, y, z 
übergeht. Wenn also der Satz gilt für Producte von r — 1 Factoren, so ist er auch richtig für 
Producte von r Factoren. Da er nun für r — 1 und r — 2 bewiesen ist, so gilt er allgemein. 

§21. 

Wir gehen jetzt über zur Definition der Abel' sehen Functionen dreier unabhängiger 
Veränderlichen u,u',u". Wenn wir in der Function 

cr(w, u ,u )k 

die Argumente um ein Periodensystem 2(5, 2ö}', 2(ü" vermehren, so ändert sich dieselbe 

um den Factor: 

f-\\L(pe k -q8 k ) e n{u,u! ,u"\pq) _ 

Der Quotient 

o(u, u', ü")k 

a(u, u', u")i 
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ändert also nur sein Zeichen; und zwar ist 

a(u + 2ä---) k = 1 > E [ p(g *_ e / ) _ <y (gt_gt ) ] g(M---)ik 
ct(m + 2ö)---)/ a(u---)i' 

Bilden wir nun ein Product von beliebig vielen ex-Quotienten, und stellen für jeden Factor 
diese Gleichung auf: 

(j(u + 2cö---) ka _ Y\p(e ka -e la )-q(8 ka -S la )\ a ( u ' ' ' )to 

(a = 0, l---r-l), 

so fügen sich, wenn wir den aus sämmtlichen Indices & a , / a zusammengesetzten Index mit 
m bezeichnen, die r Summen 

^\p(e ka -e la )-q(8 ka -ö lc 

zu einer einzigen zusammen: 

J>e m -*$"]; 

es ist also, wenn wir das Product 



a=0 ^ °/f 
mit Q(u,u',u") bezeichnen: 

Q(u + 2ä, u' + 2a', u" + 2ä") = (-l)^ em - q6 ^Q(u,u',u"). 
Dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir unter Q(u, u', u") die allgemeinere Function 

yr f 0(u + Vq---)ka \ 

verstehen, wenn nur zwischen den Constanten v und w die Gleichungen bestehen: 

r-1 



a=0 


-w«) ; 


= 0, 


r-l 

L (Va " 

a=0 


-w' a )~- 


= 0, 


r-l 

L Oa - 


n \ 


-0. 



a=0 
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Dies ist eben so leicht zu beweisen. 

Wir denken uns nun die 2r Indices k a , l a so gewählt, dass durch Zusammensetzung 
aller der Index Null hervorgeht; dann sind die sechs Grössen e m und ö m sämmtlich Null; 
daraus geht hervor, dass unter dieser Voraussetzung die Function Q eine periodische ist. 

Jede so gebildete periodische Function und jede rational aus solchen Quotienten gebil- 
dete nennen wir eine Abel'sche Function der Argumente. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar folgender Satz: 

Ist <p(m, u', u") eine beliebige Abel'sche Function und sind w, w', w" drei willkürliche 
Constanten, so ist (p(u + w, u' + w', u" + w") ebenfalls eine Abel'sche Function. 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz führt nun unmittelbar zu der algebrai- 
schen Darstellung der Abel'schen Functionen durch eine Anzahl von Grössensystemen 
(xo, yo, z o)> (xi, _yi , zi) etc., die der Gleichung L = genügen. Aus diesem Satze geht näm- 
lich Folgendes hervor: 

Setzt man in dem Ausdrucke irgend einer Abel'schen Function <p(w, w', u") für die Ar- 
gumente die Integrale erster Gattung jdU, jdU', JdU", ausgedehnt von einer als fest 
gedachten unteren Grenze (a, b, c) bis zu einer willkürlichen oberen (x, y, z), so verwan- 
delt sich die Abel'sche Function in eine rationale Function von (jc, y, £)■ 

Setzt man nun für jedes der Argumente nicht ein Integral, sondern eine Summe von 
Integralen, die alle aus derselben Differentialfunction entspringen: 

\X-aiyaiZa ) 



M = £ I \ dJJ ) 



(a a ,b a ,c a ) 

\X-aiyaiZa) 



M ' = £ f(du>) 



a 

\X-a-,yaiZa) 



M " = £ !{du") 



a 

(a a ,b a ,c a ) 



so wird die Abel'sche Function eine rationale Function sämmtlicher oberen Grenzen (x a , 
y a , Za)- Denn sondern wir von den aufgestellten Summen diejenigen Integrale ab, deren 
obere Grenze der Punkt (x a , y a , za) ist, so erhalten wir: 



(a a ,b a ,c a ) 

[Xa ->yaiZa ) 



f \dU) + w, 



Abriss einer Theorie der Abel 'sehen Functionen dreier Variabein. 129 



(a a ,b a ,c a ) 

11 ~ I (dU f ) + w', 



yü a ,u a ,c a 



«"= I (dU")+w". 



Nehmen wir nun x a , y a , Za allein als veränderlich, die übrigen Werthsysteme als con- 
stant an, so sind auch w, w', w" drei constante Grössen und <p (ü + w, ü' + w', ü" + w") jeden- 
falls eine Abel'sche Function von ü, «', ü" . Setzt man hier für ü, ü', ü" die von (a a ,b a ,c a ) 
bis (x a ,y a ,z a ) ausgedehnten Integrale ein, so verwandelt sich, dem ausgesprochenen Satz 
zufolge <p(ü + w- ■ ■) in eine rationale Function von (x a ,y a ,Za)- Es ist aber dann ü + w — u, 
ü' + w' — u' , ü" + w" — u"; folglich erkennen wir, dass durch die Substitution der Integral- 
summen für die Argumente die Abel'sche Function <p(w, u', u") in eine rationale Function 
von (x a , y a ,z a ) übergeht. 

Wir können nun die Formeln für die Darstellung der Argumente in folgender Weise 
schreiben: 



u = Y, \U(x a ,y a ,z a ) - U(a a ,b a ,c a )\, 

a 

u' = J^ { U'{x a ,ya,Za) ~ U'(a a ,b a ,c a ) } , 
a 

u" = Y, \U"{ x a,ya,Za) ~ U"(a a ,ba,c a ) j 



wenn wir unter U(x, y, z), U'(x, y, z), U"(x, y, z) die drei Integrale verstehen: 

HA f HA f HA 



2kgR J 2kgR J 2kgR 

Daraus geht hervor - wenn wir auf die volle Vieldeutigkeit der Integrale Rücksicht neh- 
men - dass die Argumente u, u', u" sich nur um ein Periodensystem ändern, wenn zwei 
der Werthsysteme (x a ,y a ,Za) mit einander vertauscht werden. Die Abel'schen Functionen 
bleiben mithin vollständig ungeändert, wenn die Werthsysteme (x a ,y a ,Za) beliebig unter 
einander vertauscht werden. Demnach ergiebt sich folgender Satz: 

Setzt man für die Argumente u, u', u" irgend einer Abel'schen Function <p(u, u', u") die 
Integral-Summen: 



{{Xa ,ya ,Za } 
/ (dU) > = Y\ U(x a ,y a ,Za) - U(a a ,b a ,c a ) > 
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ein, so verwandelt sich dieselbe in eine rationale und symmetrische Function sämmtli- 
cher Werthsysteme (x a ,ya,Za)- Es sind also jetzt die Abel'schen Functionen nicht nur 
allgemein definirt, sondern es ist auch die Grundlage gegeben zu ihrer Darstellung durch 
symmetrische Functionen einer Anzahl der Gleichung L — genügender Werthsysteme. 

§22. 

Es ist klar, dass je nach der Anzahl der Integrale, die man zur Darstellung der Argu- 
mente verwendet, und nach der Wahl ihrer unteren Grenzen, die Darstellung der Abel'schen 
Functionen verschieden ausfallen muss. Die volle Veränderlichkeit ist gewahrt, wenn man 
die Argumente durch Summen von je drei Integralen ausdrückt mit beliebigen, aber fest 
gewählten unteren Grenzen. Nimmt man eine der unteren Grenzen, oder beide, noch als 
willkürlich veränderlich an, so würden sogar zwei Integrale ausreichen. Die Methode zur 
Darstellung der c-Functionen, welche im Folgenden benutzt wird, ist anwendbar unter al- 
len diesen besonderen Annahmen. Wir machen diejenige Annahme, welche zur Darstellung 
der <7-Quotienten in der Weber'schen Form führt, weil wir bei dieser Annahme keinerlei 
algebraischen Schwierigkeiten begegnen. Es seien 

Oo.yo, zo), (xi,yi,zi), (*2,y2, z 2 ), (jc3.y3.z3); 
{a ,bo, c ), (ai,Z?i,ci), (a 2 ,Z> 2 ,c 2 ), (a 3 ,b 3 ,c 3 ) 

acht Werthsysteme, die der Gleichung L — genügen; die vier oberen sehen wir als verän- 
derlich, die übrigen als feste Punkte des Gebildes an. Wir setzen dann: 

3 

u = J^ {U(x h , y h , zh) - U(a h , h, c h ) } , 

3 

(52) <j w' = Y, { u '( x h,yh, Zh) - U' (a h , b h , c h )} , 

3 

u " = L { u "( x h, yh, z h ) - U"(a h , b h , c h ) } . 

h=0 

Es wäre erlaubt - wovon wir indes s keinen Gebrauch machen — ohne die Veränderlich- 
keit der Argumente zu beschränken, eins der vier Werthsysteme (xh, yh, Zh) als constant 
anzunehmen. Ueber die vier unteren Grenzen haben wir freie Verfügung. Wir beschrän- 
ken dieselben durch die Bedingung, dass es eine homogene Function dritter Ordnung H 
geben soll, die an diesen vier Punkten verschwindet und ausserdem an den sämmtlichen 
Doppelpunkten. Diese Function muss die Form haben: 



(53) 



H=AH + BH' + CH"; 
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denken wir uns also die andere Gleichung M — zu Grunde gelegt, so sind die unteren 
Grenzen der Integrale angenommen als die vier Schnittpunkte der Curve M — mit einer 
gegebenen Graden H — 0. 

Wir setzen nun zur Abkürzung: 



U(x h ,y h ,z h ) = U h ; U(a h , b h , c h ) = V h (h = 0, 1, 2, 3); 



ebenso 



U'(x h , y h , Zh) = U' h , U'(a h , b h , c h ) = V' hl 
U"(x h , y h , Zh) = UÜ, U"(a h , b h , c h ) = V^. 

Als untere Grenze wird in allen Integralen derselbe feste Punkt angenommen. Dann ist: 
(54) u=£(U h -V h ), u' = ^ u 'h- v h), u"^^ u 'n- y h)- 

h=0 h h 

Diese Ausdrücke denken wir uns in irgend eine der 64 Functionen c(u, u', u") m eingesetzt. 
Nehmen wir die drei letzten Werthsysteme (xh, yh, Zh) als constant an, so ist <j(u, u', u") m 
eine Function von (xq, yo, zo) allein; und zwar kann diese Function so dargestellt werden: 



o(u, u', u") m = o{Uq + w, Uq + w\ Uq + w' 



wo 



Uq - Ufa, y , zo), Uq = U'(x , y , zo), U({ = U"(x , yo, zo) 
ist, und w, w', w" drei Constanten bedeuten, definirt durch die Gleichungen: 

Ui + U2 + U3 - (V + V { + V 2 + V 3 ) = w, 

u[ + u' 2 + u' 3 - {Vq 1 + v[ + v{ + y 3 ') - w', 

U { + U 2 + U 3 - (Vq + Vi + V 2 + V 3 ) — W . 

Wir verstehen nun unter n einen beliebigen der 28 ungraden Indices, und bilden den 
Quotienten: 

(55) = <?(U0 + W ■ ■ ■ )m O(U0 -Uv)n <?(U0 - C/2 • • • )h <J(C/Q - C/3 • • • )n 

a(Uo-VQ---) n a(UQ-Vi---) n a(U -V 2 ---) n a(Uo-V 3 ---) n ' 
Dieser muss sich, da die Gleichungen 

w - Ui - U 2 - U 3 + V + Vi + V 2 + V 3 = 0, etc. 

erfüllt sind, dem in § 20 bewiesenen Satze zufolge darstellen lassen durch eine algebraische 
Function von (jcq, Vq, zo), die durch Multiplication mit dem Factor r}^ in eine rationale 
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übergeht. (Unter T^ verstehen wir dieselbe Function von (jerj, yo, zo), die r\ mn von (x, y, z) 
ist.) 

Wir wollen (x, y, z) anstatt des veränderlichen Werthsystems (xo, yo, zo), und entspre- 
chend U, U', U" für Uq, Uq, Uq schreiben. Untersuchen wir jetzt, an welchen Stellen der 
Quotient Q verschwindet und unendlich wird. Bis auf den Factor a(U + w- • • ) m , der nir- 
gends unendlich wird, sind alle Grössen, die in dem Ausdruck Q vorkommen, specielle 
CT-Functionen von der früher betrachteten Art, die in dem Punktepaare (n), und ausserdem 
jede nur noch an einer Stelle verschwinden; nämlich a(U — U\ • • -) n im Punkte (jci, yi, zi), 
o(U — U2 ■ ■ ■ ) n im Punkte (x2, yi-, zi), o(U — Vq ■ ■ ■ )„ im Punkte (üq, Z?o, cq) etc. Der Nen- 
ner von Q verschwindet also in den vier von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunk- 
ten der Function H von der ersten Ordnung, und in dem Punktepaare (n) von der vierten 
Ordnung; der Zähler verschwindet in dem Punktepaare (n) von der dritten Ordnung, und 
in den drei Punkten (x/,, y^, Zh) (h — 1, 2, 3) von der ersten Ordnung. Der Quotient ist ei- 
ne algebraische Function, die überall den Charakter einer rationalen hat; die Anzahl ihrer 
Nullpunkte muss daher gleich der Anzahl der Stellen sein, in denen sie unendlich wird; 
daraus folgt, dass die Function a(u, u', u") m , als abhängig von einem der Werthsysteme 
(xh, yhiZh) aufgefasst, an drei Punkten verschwindet. 

Demnach ist der Quotient Q als Function von (jc, y, z) definirt durch folgende Bedin- 
gungen: 

Erstens. Durch Multiplication mit dem Factor r\ mn geht Q in eine rationale Function 
von (x, y, z) über. 

Zweitens. Q wird unendlich, und zwar von der ersten Ordnung, nur in sechs Punkten, 
nämlich den vier von den Doppelpunkten verschiedenen Punkten, in denen H — ist, und 
dem Punktepaare (n). 

Drittens. Q verschwindet in den drei willkürlich gegebenen Stellen (*/,, y/,, Zh) (h — 
1,2,3). 

Durch diese Bedingungen ist die Function Q bestimmt bis auf einen von (x, y, z) unab- 
hängigen Factor. Dies wird so bewiesen: 

Angenommen, dass die Function Q durch die aufgestellten Bedingungen noch nicht 
bestimmt wäre, so müsste es, wie auch die Punkte (x/j, y/,, Zh) gewählt sind, zwei Func- 
tionen Q und Q' von nicht constantem Verhältniss geben, die den Bedingungen genügen. 
Wir bestimmen zuerst eine solche Function Q. Diese verschwindet an sechs Stellen; also 
ausser den Stellen (x/j, yh, Zh) in drei ferneren (x' h , y' h , z' h ) (h— 1, 2, 3). Setzen wir nun in 
den gegebenen Bedingungen diese neuen drei Stellen an Stelle der Punkte (x/,, y^, Zh), so 
ist zunächst Q eine Function der verlangten Art. Dann aber müsste eine zweite Function Q' 
existiren, die ebenfalls den Bedingungen genügt, und deren Verhältniss zu Q nicht constant 

Q' . 

ist. Der Quotient — wäre dann eine rationale Function, die nur an den drei willkürlich 

ß 
gewählten Stellen, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. Eine solche Function 

existirt aber nicht. 
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Die Aufgabe, die Function Q darzustellen, wird nun dadurch gelöst, dass man vier 
specielle Functionen 

"mi idmi Kirn >->m 

aufstellt, zwischen denen keine lineare Gleichung besteht, und die den ersten beiden Bedin- 
gungen Genüge leisten. Dies ist sehr leicht, wenn wir den von Herrn Weber in die Theorie 
eingeführten Begriff der Wurzelfunctionen anwenden. Wir sehen hierbei nicht x, y, z, son- 
dern H,H,H als ursprüngliche Veränderliche an. 

Es sei r eine gegebene positive ganze Zahl. Dann können wir den Index m auf verschie- 
dene Arten in ein Product von r ungraden Indices zerlegen: 

m — abc ■■ -e, m — a'b'c' •••e' etc. 

Diesen Zerlegungen entsprechend kann man die Producte: 

p=Vtr a vtr b vtr c wtr e , ^ = v / ^v / H*---\/H^etc. 

bilden. Jedes dieser Producte und jedes lineare Aggregat derselben cP + c'P'+ etc. nennt 
Herr Weber eine Wurzelfunction rter Ordnung mit dem Index m. 

Für r — 1 giebt es nur dann Wurzelfunctionen, wenn der Index m ungrade ist, und zwar 
auch dann nur die Grösse yjlim oder c\fH m selbst. Für r — 2 sind, wenn m = ist, die 
Wurzelfunctionen identisch mit den aus H, H, H linear gebildeten Ausdrücken; es giebt 
also für m — 0, r — 2 drei linear unabhängige Wurzelfunctionen. Ist dagegen r — 2, und m 
von verschieden, so wissen wir aus § 9, dass sich sechs Producte 



r H a \fW b , y/W^y/H^ etc. 

bilden lassen, von der Beschaffenheit, dass ab — a'b' etc. = m ist, dass aber zwischen 
je dreien derselben eine lineare Gleichung besteht. Die Anzahl der linear unabhängigen 
Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem Index m ist also gleich 3, wenn m — ist, — 2, 
wenn m von verschieden ist. 

Ueber die Wurzelfunctionen gelten nun folgende allgemeine Sätze: 
I. Der Quotient zweier Wurzelfunctionen gleicher Ordnung, deren eine zum Index m, 
die andre zum Index n gehört, ist eine mit dem Factor 7] mn behaftete algebraische Function; 
also eine rationale, wenn m — n ist. 

Dies ist unmittelbar einleuchtend, da der Quotient je zweier Glieder des Zählers und 
Nenners eine mit dem Factor r\ mn behaftete Function ist. Dividirt man ferner eine Wurzel- 
function rter Ordnung durch eins ihrer Glieder: 



y/HavH/,- ■ ■ yH { 

so verschwindet der Nenner genau in 2r Punkten, nämlich den Berührungspunkten der r 
Doppeltangenten H a = 0,Ht, — 0- • H e — 0; da der Quotient eine rationale Function ist, so 
muss auch der Zähler in eben so vielen Punkten verschwinden. Es gilt also der Satz: 
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IL Jede Wurzelfunction rter Ordnung verschwindet in 2r Punkten. 

Daraus wiederum geht, für r > 2, hervor: 

III. Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen rter Ordnung mit dem 
Index m ist nicht grösser als 2r — 2. Oder: Zwischen je 2r—\ Functionen dieser Art besteht 
eine lineare homogene Gleichung. 

Denn wenn wirklich 2r — 2 linear unabhängige Functionen dieser Art existiren, so lässt 
sich eine Wurzelfunction rter Ordnung mit dem Index m bestimmen, die an 2r — 3 willkür- 
lich gewählten Punkten p\, p2, ■ ■ ■ P2r~3 verschwindet. Diese verschwindet ausserdem nur 
noch in drei Punkten p2r-2, Plr~\-, Plr- Wir nennen diese Function W und bilden nun eine 
zweite Function W 1 derselben Art, die an den 2r — 3 Stellen: p2 r , Pi r -\, P2r-2, Pir-3-,- • ■ Pa 
verschwindet. Angenommen nun, dass der obige Satz nicht richtig wäre, so würden wir W' 

W 
so bestimmen können, dass das Verhältniss — keine Constante ist; dieses Verhältniss ist 

W 
aber jedenfalls eine rationale Function, nach dem ersten Satze; wir hätten also eine ratio- 
nale Function, die nur an den drei willkürlichen Stellen p\, p2, p^, und zwar von der ersten 
Ordnung, unendlich wird. Dies ist unmöglich. 

Aus dem letzten Satze geht, für r — 3, hervor, dass es nicht mehr als vier linear unab- 
hängige Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem Index m giebt. Diese können wir auf 
folgende Weise bilden. 

Wir wählen irgend einen Index p von der Beschaffenheit, dass pm grade ist, und zer- 
legen p in zwei ungrade Indices k, l. km und Im sind dann von verschieden, denn wäre 
z. B. km — 0, so wäre klm — /, was nicht möglich ist, da klm als grade, / als ungrade vor- 
ausgesetzt ist. Es giebt deshalb genau zwei linear unabhängige Wurzelfunctionen zweiter 
Ordnung mit dem Index km, und zwei mit dem Index Im. Wir bezeichnen von diesen vier 
Functionen (die im Uebrigen beliebig gewählt sein können) die beiden ersteren durch A^ m , 
B^ m , die letzteren durch A/ m , ß/ m . Es sind dann 



(56) p m — AfcfnV ti^, q m — Bk m \J ti]^ r m — A[ m \ Mi, s m — Bi m y tii 

vier Wurzelfunctionen dritter Ordnung, von denen wir behaupten, dass sie von einander 
linear unabhängig sind. 

Denn angenommen, es bestehe zwischen ihnen eine lineare Gleichung, so würde also 
eine Gleichung existiren von der Form: 



wo Wfcm eine Wurzelfunction zweiter Ordnung mit dem Index km, W[ m mit dem Index Im 
bedeutet. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass W^m m den beiden Berührungspunkten der 
Tangente Hi — verschwinden müsste. Zerlegen wir jetzt den Index km in zwei ungrade 
Indices a,b und bilden das Product 

Wk m vHavH b , 
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so lässt sich dieses, einem in § 9 bewiesenen Satze zufolge (S. 71) darstellen durch eine 
homogene quadratische Function der Grössen H, H, H. Es müsste also eine homogene 
quadratische Function G dieser Grössen existiren, die in den sechs Berührungspunkten der 
Tangenten H a , H^, H[ verschwindet. Es sei d ein neuer ungrader Index. Bilden wir dann 
den Quotienten: 

G 2 



H a HbHiHd 

so hätten wir in diesem eine rationale Function der Verhältnisse H : H : H, die nur in Be- 
rührungspunkten der Tangente Hd = unendlich wird, und zwar von der zweiten Ordnung. 
Functionen von derselben Beschaffenheit sind 

H H H 
Hd' Hd Hd 

Zwischen diesen vier Grössen muss eine lineare homogene Relation stattfinden. Denn wir 
würden sonst ein Aggregat derselben bilden können, welches nur vom zweiten Grade ist. 
Es muss also _ 

G 2 H H H 

= A — + B — +C- 



HaHbHiHj Hj Hd Hd 

oder: _ 

G 2 = H a H b Hi (AH + BH + Cl!) 

sein, wo A, B, C constante Coefficienten bedeuten. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass 
die Linie AH + BH + CH — ebenfalls eine Doppeltangente sein muss. Da es aber nur die 
28 Doppeltangenten giebt, so muss AH + BH + CH — H c sein, wo c einen der 28 ungraden 
Indices bedeutet. 

Wir erhalten demnach 

G = v H a v H b v H c v Hi, 

oder, da G = \fW a \[H b A km ist, _ 

Ahm — VH c VH[. 



Akn 



Nun ist 

VH C \/Hi 

eine mit dem Factor r\kimc behaftete Function. Ist diese constant, so muss klmc — 0, oder 
klm — c sein. Dies aber widerspricht unsern Voraussetzungen; denn wir haben den Index 
klm als grade angenommen, und der Index c ist ungrade. 

Dadurch ist bewiesen, dass zwischen den vier Grössen p m , q m , r m , s m , welche wir auf- 
gestellt haben, keine lineare Gleichung besteht. Dividiren wir jetzt jede derselben durch 
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das Product H yHn, welches eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index n ist, so 
ist jeder der Quotienten 



(56') 



p — 

1 m — 



Pn 



HV#, 



idm — 



HV#, 



K-m — 



HV#, 



"in — 



HV#, 



nach dem ersten Satze eine mit dem Factor r\ mn behaftete algebraische Function, die of- 
fenbar nur in den vier Schnittpunkten der Linie H — und den beiden Berührungspunkten 
der Tangente H n — unendlich wird, an allen sechs Punkten nur von der ersten Ordnung. 
Diese vier Functionen genügen also den ersten beiden Bedingungen, welche für die Func- 
tion Q aufgestellt worden sind. Dasselbe gilt von jedem linearen Aggregat derselben; und 
da zwischen P m , Q m , R m , S m keine homogene lineare Gleichung besteht, so können die 
Coefficienten dieses Aggregats: 

Aim ~r tf(,J m -\- C/v m + L)o m 

so bestimmt werden, dass dasselbe in den Punkten (xh, yh-, z n ) (h — 1, 2, 3) verschwindet. 
Damit ist aber die Function Q bis auf einen von (x, y, z) unabhängigen Factor bestimmt. 
Wir bezeichnen durch 



Fm i 



Hm ? 



.(*) 



A m 



die Werthe, welche die Wurzelfunctionen p m , q m , r m , s m annehmen, wenn (x/,, yh, Zh) für 
(x, y, z) gesetzt wird. Die Verhältnisse der Coefficienten A, B, C, D sind dann bestimmt 
durch die drei Gleichungen: 



™~Pm 



Bq m 



Ah) 



Ah) 



Cr^+Ds^ = (Ä=l,2,3). 



Die Function Q nimmt also die Form an: 

ßo 



Q = 



Hvffn 



Pm 

Ü {1) 
fm 

v {2) 
ym 

_(3) 
y m 



q n 



wo Qq einen von x, y, z unabhängigen Factor bedeutet. Wir führen jetzt wieder (xq, yo, zq) 
für (x, y, z) ein, und bezeichnen die Determinante: 



(57) 



n 





,n 





in 


Hm 


r 

in 


s m 


1 


1 


1 


1 


in 


Hm 


T 

in 


s m 


~> 


2 





r> 


in 


Hm 


1 
in 


s m 


H 


3 


, 3 


\ 


in 


Hm 


i 

in 


s m 



mit D r , 



Diese Determinante ist eine alternirende Function der vier Werthsysteme. Aufgefasst als 
Function von (xq, yo, zo) verschwindet sie, da sie eine Wurzelfunction dritter Ordnung 
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ist, an sechs Punkten. Von diesen sind drei bekannt, nämlich die Punkte (xh, yh, Zh) (h — 
1 , 2 , 3 ) ; die drei übrigen mü s sen die Nullpunkte der Function er ( Uq + w ■■ ■) m , oder o(u,u' , 
u") m sein. Nun kommen in dem Determinanten-Ausdruck D m die vier Punkte (ah, b^, c/,) 
gar nicht vor; daraus ergiebt sich: 

Die drei Punkte, in denen die Function o(u, u' , u") m , als abhängig von (xo, yo, zo) au f- 
gefasst, verschwindet, sind unabhängig von der Lage der die Curve M — durchschneiden- 
den Linie H — 0. 

Wir haben also jetzt zur Darstellung der allgemeinen <7-Function folgende Gleichung: 

3 
<j{u, U,', u") m FI {0(U -U h ---)„} 

h=\ UoL>m 



nM^o-v t ...)»} H VHn 

Diese Gleichung multipliciren wir im Zähler mit 

0(Ui -U 2 - ) n G(Ux -U 3 --) n C{U 2 -U 3 --) n , 

im Nenner mit 

3 3 3 

fj {a(Ui-V k - ■■)„}fl {c(U 2 -V k - ■■)„}f[ {a(U 3 -V k - ••)„}■ 

k=0 k=0 k=0 

Alle diese Factoren sind von (jco, yo, zo) unabhängig; es ändert sich also auf der rechten 
Seite nur der Werth des von (xq, yo, zo) unabhängigen Factors Qq. Endlich ersetzen wir H° 
(oder H(xq, yo, zo)) durch das Product 



ri{H(*,,y,,z,)} = n{ 

/t=0 k=0 



und vffj durch f\ \ vH„ ' \. Dadurch tritt gleichfalls zu Q nur ein von (xq, yo, zo) unab- 



/t=0 
hängiger Factor hinzu. Auf diese Weise erhalten wir: 



<y(u, u , u 



U{o(U k -U h ---) n } 



!m 3 3 3 



n n {o(u h -v k ---) n } n Ih^VhP} 

,_n(,-n fr— n *- ) 



k=0h=0 k=0 



wo Qq, ebenso wie vorhin Qq, einen von (xo, yo, zo) unabhängigen Factor bedeutet, und 
HW, Vh„ dieselben Functionen von (x k , y~k, z k ) sind, wie H und \[W n von [x, y, z). 
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Nun ist leicht einzusehen, dass der Factor Q nicht nur von (xo, yo, zo), sondern auch 
von den drei übrigen veränderlichen Werthsystemen unabhängig ist. Denn es ist 

a(U k -u h ---) n = -a(U h -U k ---) n 

eine alternirende Function der beiden Werthsysteme (x kl y k , z k ) und (x/,, y hl Zh)', also das 
Product 

Y\{o(U k -U h ---) n } 

h>k 

eine alternirende Function aller vier Werthsysteme. Dieselbe Eigenschaft hat die Determi- 
nante D m . Die übrigen Factoren dagegen 

a(w, u', u") m , 

3 3 

flfl{<y(u h -v k - ■■)„}, 

k=0h=0 



niW^ 



k=Q 

sind symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme. Es muss daher der Factor Qo un_ 
geändert bleiben, wenn wir die vier Werthsysteme (x/,, yh,Zh) beliebig unter einander ver- 
tauschen. Nun ist <2 unabhängig von (xo, yo, zq)\ daher ist er auch unabhängig von den 
übrigen drei Werthsystemen, d. h. eine von den Argumenten u, u' , u" unabhängige Con- 
stante. Bis auf diesen constanten Factor ist demnach die Function a(u, u' , u") m vollständig 
bestimmt, und gegeben durch den Ausdruck: 



(58) a(w, u , u 



y, n n U{0(U h -Vk---) n } 

i ..//, _ ÜQL>m k=0h=0 

m 



rl fu^u/T^öl U{(y(u k -u h ---) n } 

k= 



n {h«v^} »■ 

k=0 L J 



Hiermit ist die allgemeine cr-Function ausgedrückt durch die früher definirten speciellen, 
in denen jedes Argument durch ein Integral dargestellt wird. Das Wesentliche dieser Dar- 
stellung ist, dass in derselben zunächst ein Factor voransteht, der eine algebraische - und 
zwar alternirende - Function der vier Werthsysteme ist, die nur an festen Stellen unendlich 
wird; dann der Zähler vier transcendente Functionen 

3 

(p{x h , yh, z h ) = n {a(U h - V k ■ ■ ■ )„} (h = 0, 1, 2, 3) 

k=0 

enthält, deren jede nur von einem Werthsystem abhängt; endlich der Nenner sechs tran- 
scendente Functionen enthält, deren jede nur von zwei Werthsystemen abhängt: 

<p(*h> y^ z h ; x k , y k , zk) = <y{u h -U k ---) n , 
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und zwar so, dass sie ihr Zeichen ändert, wenn die beiden Werthsysteme vertauscht werden. 
Bildet man jetzt den Quotienten zweier Functionen <j(u,u',u") m ,so erhält man 

(59) °m^ c Dm 

wo C einen constanten Factor bedeutet. D m und D n sind alternirende Functionen der vier 
Werthsysteme, und, wenn wir sie als abhängig von einem derselben auffassen, begrifflich 
fixirt als diejenigen Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit den Indices m und n, die an den 
drei übrigen Stellen verschwinden. Diese Functionen können daher in sehr verschiedener 
Form ausgedrückt werden, die sich aber alle nur durch constante Factoren unterscheiden. 
Wenn wir eine bestimmte Form der Darstellung gewählt haben, so kommt es darauf an, den 
Factor C zu bestimmen. Wir werden zeigen, aufweiche Weise dies geschehen kann, werden 
aber die Untersuchung nicht durchführen, weil dieselbe kaum von wesentlichem Nutzen 
sein würde. Denn obwohl die Grössen D m ihrem Wesen nach einfach definirt sind, so sind 
sie doch in ihrer Form zu unsymmetrisch und complicirt, als dass die Einführung dieser 
Ausdrücke für die c-Quotienten in algebraische Probleme - wie etwa das der Verification 
der <7-Relationen - vortheilhaft sein könnte. 

§23. 

Einige der nun folgenden Sätze beruhen auf einer Umkehrung des in § 20 bewiesenen 
Theorems. Es seien wieder U, U', U" die drei Normal-Integrale, ausgedehnt von einer 
festen unteren Grenze (a,b,c) bis zum Punkte (x, y, z), und wir bilden wieder ein Product 
von <7-Quotienten 

0= yif °(U + v*--)k a 
iJb\o(U + w a -)l tt 

Die 2r Systeme von je drei Constanten: 

v a,v' a ,v" a ; w a ,w' a ,w" a (a = 0, l-'-r-l) 

mögen vorläufig ganz unbestimmt bleiben; das Product aller Indices k, l soll wieder mit m 
bezeichnet werden. Wir nehmen nun an, dass dieser Quotient sich in der Form 

®T) m R(x,y,z) 

darstellen lasse, wo T] m R(x, y, z) eine mit dem Factor r\ m behaftete algebraische Function 
von x, y, z bedeuten soll, <£ dagegen eine Function, die an keiner Stelle Null oder unendlich 
wird. Es lässt sich dann beweisen, dass die Summen 



£(va-W«), J^(v' a -w' a ), £( 



// //- 

v„-w„ 
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gleich einem vollständigen Periodensystem, und der Factor <£ eine Exponentialgrösse sein 
muss, deren Exponent ein Integral erster Gattung ist. 

Um dies zu zeigen, multipliciren wir Q mit noch einem neuen cr-Quotienten: 

o(U + v-)o 

die Constanten w, w', w" nehmen wir beliebig an; v, v' , v" dagegen bestimmen wir so, dass 
die Gleichungen 

r-\ 

V-W+ Y, {Va-Wa) = 0, 

r-\ 

v'-w'+ J^(v' a -w' a ) = 0, 

a=0 

v"-w"+£(v£-<) = 
a=0 

befriedigt werden. Das Product 

a(U + v-)o 
U o(U + w-)o 
ist dann, dem bewiesenen Theorem zufolge, eine mit dem Factor r\ m behaftete algebraische 
Function von (je, y, z) ■ Da nun 

Q = ®ri m R(x,y,z) 

ist, so folgt hieraus: 

wo R'(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Setzen wir jetzt für (x, y, z) das Werthsystem 
(xo, yo, zo), welches wir als veränderlich auffassen - wodurch U in Uq, U' in Uq, U" in Uq 
übergeht, dagegen 

Ui + U 2 + U 3 -Vo-Vi-V 2 - V 3 

für w, und die entsprechenden Ausdrücke für w' , w", und bezeichnen die Constanten v — w, 
v' — w', v" — w", welche durch die drei Gleichungen 

r-l 

v - w + J^(v a - w a ) = 0, etc. 

bestimmt sind, durch h, h', h" , so erhalten wir: 

* -b r^ = R ( x o, yo, zo)- 

o{u---)o 
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Hier bedeutet <J>° eine Function von (xo,yo,zo)> welche nie unendlich wird; die ratio- 
nale Function R'(xq, yo, zo) könnte also nur dann unendlich werden, wenn a(u, u', w")o 
verschwindet. Die drei Punkte, in denen dies geschieht, sind algebraisch bestimmt, näm- 
lich als die von (jci , yi , z\), (x2, yi, zi), (^3, V3, Z3) verschiedenen Nullpunkte (V,, y[, z\) 
(x / 2 , y' 2 , z' 2 ) (^3, V3, z 3 ) der Function Do- Die beiden Systeme von je drei Punkten (x/,, y/,, Zh) 
und (x' h , y' h , z^) sind wechselseitig durch einander bestimmt; das eine System kann da- 
her ebensogut als unabhängig aufgefasst werden. Demnach ist R'(xo, yo, Zo) eme rationale 
Function, die nur an drei Punkten von willkürlicher Lage unendlich werden kann. Eine 
solche Function existirt nicht ausser der Constanten; daher muss 

ä'(*o, yo, zo) = c 

sein, wo c eine Constante bedeutet. Daraus geht nun hervor, dass der Quotient 

(j(u + h-\ )o 

(r(w---)o 

als abhängig von (jco, yo, zo) aufgefasst, an keiner Stelle Null oder unendlich wird. Da die- 
ser Quotient nun symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme (x^, yh, Zh) ist, so folgt, 
dass dieser Quotient, auch als Function von u, u', u" aufgefasst, für alle endlichen Werthe 
dieser Argumente einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat. 

Vermehrt man nun in dieser Function die Argumente um ein Periodensystem, so än- 
dert sich dieselbe nur um einen constanten Factor. Aus beiden Eigenschaften zusammen 
folgt, dass dieser Quotient eine Exponentialgrösse sein muss, deren Exponent eine lineare 
Function von u, u' , u" ist. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Grössensystem h, h', h" ein 
Periodensystem sein muss. Wir erhalten also: 

h = 2ö), ti = 2m' h" = 2m"; 



a(u + h---)o 



e T](u,u',u";pq). 



(T(w---)o 

daher 

^,0 _ Ce -T](u,u',u"\pq) 

= c / e~ (2 ^ t/(,+2 ^' [/( '» +2 ^" [/ »' ) . 

Damit ist die Umkehrung bewiesen. Man sieht hier zugleich, dass man durch Hinzufügung 
eines Periodensystems zu einem beliebigen der 2r Grössensysteme (y a , v' a , v„), (w a , w' a , 
w'a) bewirken kann, dass gradezu 

r-l r-l 

ff ff \ n 

v„-w„ =0 



r-l 


r-l 


r-l 


Y, (Va-Wa) =0, 


L( v a _w a) = °> 


K 


a=0 


a=0 


a=0 
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wird; der Factor <£ wird dann eine Constante. 

Aus diesem Satze folgt zunächst das Abel'sche Theorem. Bezeichnen wir durch 

(x a ,ya,Za) (« = 0, 1 • • r- 1) 

die Punkte, in denen eine rationale Function rten Grades von (x, y, z) verschwindet, und 
durch 

(*«>/«> 4) (a = 0, 1 •••!•- 1) 

diejenigen, in denen sie unendlich wird, und bildet man das Product: 

_ yr j <*{U{x, y, z) - Ujxg, y a , z a ) ■ ■ ■ ) 
5} \e(U(x,y,z)-U(x> a ,y> a , z > a )---) 

(unter a n verstehen wir irgend eine ungrade Function), so wird dieser Quotient genau an 
denselben Stellen und von derselben Ordnung Null und unendlich, wie die gegebene ratio- 
nale Function R(x, y, z) selbst. Denn wir wissen, dass, wenn in der Function a(u, u', u") n 
für die Argumente u, u' , u" die Differenzen 



U(x, y, z) - U(x', y, z), U'(x, y, z) - U'(x', y', z) 
U"(x,y,z)-U"(x!,y',z) 



eingesetzt werden, a n in eine Function von (x, y, z) übergeht, die nur im Punkte (x ; , /, z') 
und dem festen Punktepaare (n) verschwindet. — Demnach ist 

Q = <PR(x,y,z), 

wo $ einen Factor bedeutet, der nirgends verschwindet, noch unendlich wird. Wenden wir 
nun den oben bewiesenen Satz an, so erhalten wir: 

( r-\ 



(60) 



X { U ( x a^ya,Za)-U(x a ,y' a ,Z a )} =2(0, 
x=0 

r-1 

Y, { U/ ( x a,ya,Za)-U'(x a ,y' a ,Z a )} =2(0', 
x=0 

r-1 

Y {U"(x a , y„, z a ) ~ U"(x' a , y' a , z' a )} = 2(ö"\ 



K a=0 



also den Abel'schen Satz über die Integrale erster Gattung. In diesem liegt der Grund, 
weswegen die Ausdrücke der <7-Quotienten, welche wir aufgestellt haben, unabhängig sind 
von der Lage der Linie H = 0, von der doch die unteren Grenzen der Integrale abhängen, 
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durch welche die Argumente ausgedrückt sind. Denn wenden wir den Abel'schen Satz auf 
die rationale Function _ 

H AH + BH + CH 



H ' A'H + B'H + CH 

an, welche in den vier Punkten (a/j, b^, Ch){h — 0, 1, 2, 3) gleich Null, in vier andern: 
(a' h , b' h , c' h ) unendlich gross wird, so erkennen wir, dass sich die Integral-Summen: 

3 3 

£ {U(a h , b h , c h )} = £ 0^*)» 

h=0 h=0 



£{t/'(a,,^,c,)}-£(^) 



entweder gar nicht, oder nur um ein Periodensystem ändern, wenn die vier von den Doppel- 
punkten verschiedenen Nullpunkte der Function H durch die einer andern linearen Function 
von H, H, H ersetzt werden. Daher können auch die Argumente auf diese Weise sich nur 
um Perioden ändern. 

Lassen wir speciell die linearen Ausdrücke H, H' mit zweien der 28 Functionen H n , H m 
- also zwei Doppeltangenten im Gebilde M — — zusammenfallen, so fallen die Punkte 
(a/j, bh.Ch) paarweise zusammen, und ebenso die vier Punkte (a' h , b' h , c' h ). Wir bekommen 

also dann: 

l 

2 £ {U(ah,b h ,c h )-U(a! h ,b , h ,c f h )} = 2ä>, 

oder: 

l 

£ { u ( a h,bh,Ch)-U(a' h ,b' h ,c' h )} = ö; 

h=0 

und die entsprechenden Gleichungen gelten für die andern Normal-Integrale U' und U". 

Denken wir uns für den Augenblick die Integrale als Functionen von H, H, H, und 
bezeichnen durch a n , a' n , a" n die drei Normal-Integrale, ausgedehnt von einem festen Punkte 
bis zu einem Berührungspunkte der Doppeltangente H n — 0; durch b n , b' n , b" diejenige, 
welche von demselben festen Punkte bis zum andern Berührungspunkte erstreckt sind; 
dann folgt hieraus, dass durch die Summen je zweier bestimmter Integrale 



(a„- 


- a m ) + (b n 


-b m ), 


K- 


-a' m ) + {b' n 


-b'J, 


K- 


-a'D + K 


-b"m\ 



deren untere Grenzen die beiden Berührungspunkte der Tangente H m — 0, und deren obere 
Grenzen die Berührungspunkte der Tangente H n — sind, ein halbes Periodensystem darge- 
stellt wird. Dieses halbe Periodensystem können wir auf folgende Weise näher bestimmen. 
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Wir bilden den Quotienten: 

a(U -a m ---)k &(U -b m ---)k <?(U ■■■)» 



Q = 



o(U -a n ---) k o(U -b n ---) k o(U 



k soll irgend einen ungraden Index bedeuten. Von diesem Quotienten ist leicht zu sehen, 
dass der Zähler an denselben Stellen verschwindet, wie der Nenner. Denn es wird der erste 
Factor nur Null in dem einen Berührungspunkt der Tangente H m — 0, nur unendlich in dem 
einen Berührungspunkt der Doppeltangente H n — 0; der zweite Factor wird Null in dem 
andern Berührungspunkt der Tangente H m — 0, unendlich in dem andern Berührungspunkt 
der Tangente H n — 0. In denselben Punkten, in welchen die beiden ersten Factoren ver- 
schwinden, wird der dritte unendlich; und umgekehrt verschwindet der dritte Factor in den 
beiden Unendlichkeitspunkten der beiden ersten. Q ist also eine Function von x, y, z, die 
nirgends Null und nirgends unendlich wird. Wir können jetzt o(U •••)„ ersetzen durch das 
Product von o(U — 0) mn • • • ) m mit einem Exponentialfactor; dadurch erhält man 

o(U -a m ---) k o(U -b m ---) k a(U - (Q mn ■ ■ ■ ) m = 
o(U - a n ■ ■ ■ ) k o(U - b n ■ ■ ■ ) k o(U ■ ■ ■ )„ 

wo 4> eine Function bedeutet, die weder Null, noch unendlich wird. Nach dem Satze, wel- 
chen wir vorhin bewiesen haben, muss nun: 



(61) 



sein. Dadurch ist jetzt der Index, der zu dem halben Periodensystem 0), ö)', <x>" gehört, 
bestimmt. 

Will man jetzt in der Darstellung des Quotienten 



ü n 


&m i ®n 


-b — 


(o mn + 2a, 


1 

«ti- 


I i 1 1 

-a m + b„- 


-Ki = 


ö) m " / + 2ö} / , 


li 


ii i i ii 
-a m + b n - 


i ii 


ö)"" + 2ö)" 



in 



^ q k g(a, u', u") m _ D_ 

G{U, U', U") n D n 

auch den constanten Factor C bestimmen, so wähle man einen Index r so, dass die zu- 
sammengesetzten mr und nr grade werden - was, wie schon in § 20 gezeigt worden ist, 
jedenfalls möglich ist - und zerlege r in zwei ungrade Indices k, l. Man kann dann die vier 
Functionen p m , q m , r m , s m , die zur Bildung von D m verwendet werden, so wählen, dass p m 
und q m den Factor \fH~ k , r m und s m den Factor \[Hi enthalten, dass also 



^kmS "ki Qm — "km* "ki 

AlmV "h Sm = "imS "l 
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ist, wo A km und B km Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem Index km, A[ m und B\ m 
solche mit dem Index Im sind. In der Wahl dieser vier Functionen hat man noch eine ge- 
wisse Freiheit, da jede lineare Function von A km und B km wieder eine Function derselben 
Art ist. 

Ebenso können wir, da auch nkl grade ist, setzen: 

Pn — A kn VH k , q n — B kn VH k , 

r n —Mn vH[ , S n — Bi n V /// • 



Die acht Grössen A, B denken wir uns irgendwie bestimmt, so dass jetzt — — ein bestimmter 

Ausdruck wird. Nun setzen wir in der Formel (59) für die oberen Grenzen der Integrale 
Uq, U[, U2, Ut, bestimmte Punkte des Gebildes M — 0; wir setzen nämlich fest, dass die 
Punkte (jco, )>o> zo) un d (xi,yi,zi) den beiden Berührungspunkten der Tangente H[ — 0, und 
{ x 2i yi-, zi), (xj, V3, Z3) den beiden Berührungspunkten der Tangente H k — entsprechen 
sollen. Dann geht Uq + U\ in ö/ + b[, U2 + U3 in a k + b k über. Ausserdem ist aber nach dem 
Abel'schen Satze: V + Vi + V 2 + V3 = 2a t + 2b t + 2c5. Es ist daher 

3 

u = Y, i u h ~ Vh} = a k -ai + b k -bt- 2(0. 

Das Entsprechende gilt für die andern Argumente u' , u" . Wir erkennen daher, dass bei 
den Voraussetzungen, welche wir gemacht haben, die Argumente u, u' , u" in ein halbes 
Periodensystem mit dem Index kl übergehen: 

u — ft) w + 2ö), 



m' = ö) w ' + 2S' 



u" = (ö kl " + 2ö)". 



Der Quotient — — geht daher über in: 



a(co 



kl 



eine Grösse, die leicht durch die Moduln ausgedrückt werden kann. 
Auf der rechten Seite der Gleichung (59) haben wir nun 
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zu setzen. Dadurch werden die Grössen r m , s^, r x m , s m , p m , q m , p\, q 3 m gleich Null; die 
Determinante D m geht demnach über in 



D, 





Hm 








Pm 


Im 














r 2 

m 


v 2 

A m 








r i 


s i 



(d° a l -a° d 1 )(r 2 s 3 

\rmrlm Hmi ml \ mm 



'mim imfmi\'m"m mm) 



In derselben Weise zerfällt die andere Determinante D n ; indem wir den gemeinsamen Fac- 
tor beider 

y/HJjy/Hly/Hfy/H? 

fortlassen, erhalten wir demnach: 



D m A km B km 



D n 



B° A 1 

km km 



^kn D kn 



R° A l 



A 2 R 3 — R 2 4 3 
A 2 R 3 — R 2 ä" 



In In 



In In 



In dem ersten Factor genügen die vorkommenden Grössen H° und H [ den Gleichungen 
H® — und Hj — 0, in dem zweiten die Grössen H 2 und H 3 den Gleichungen H k — 
und H k = 0. Die Ausdrücke lassen sich reduciren durch Anwendung der in § 9 aufgestell- 
ten Relationen unter den Wurzelgrössen. Auf diese Weise gelangt man schliesslich dazu, 

=^ durch die Parameter allein darzustellen. Der Coefficient C ist dann gegeben durch die 

D 

u n 

Gleichung: 

O((0 kl ■ 



C = 



a(o) 



kl . 



Im '-'n 

In Um 



Die Unbestimmtheit des Vorzeichens rührt nur daher, dass der Quotient — sein Zei- 

<y n 

chen wechselt, wenn die Argumente um ein Periodensystem vermehrt werden. Bei der 
Darstellung eines Products 

<hn <^m 

in welchen die Indices m, n, m', n' der Bedingung mn — m'n' genügen, fällt diese Unbe- 
stimmtheit fort. Jede Abel'sche Function lässt sich daher auf diese Weise vollständig, auch 
mit Einschluss des Zeichens, bestimmen. 

Genauer geht auf die Aufgabe der Constanten-Bestimmung Herr Weber in seiner Theo- 
rie der Abel' sehen Functionen vom Geschlechte 3 ein, aus welcher diese Methode entlehnt 
ist. 
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§24. 

Wir erhielten die Function a m dargestellt in dieser Form 

wo \P ein allen 64 Functionen gemeinsamer Factor ist. Wir wissen ferner, dass die Aus- 
drücke der Quotienten — — unabhängig sind von der Lage der Linie H — 0. Wir können 

deshalb - indem wir *P nothwendigen Falles noch mit einem constanten Factor multipli- 
ciren - annehmen, dass auch C m von den Grössensystemen (ao, bo, cq) etc. unabhängig 
ist. 

Das Product ^Om ist demnach als Function von (xo, yo, zo) (oder der entsprechenden 
Grössen (Hq, Hq, Hq)) zunächst definirt als eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem 
Index m, welche an den drei übrigen Punkten (je/,, y/,, Zh) verschwindet. 

Diese Bedingung definirt die Function bis auf einen von (xo, yo, zo) unabhängigen Fac- 
tor. Dieser Factor wird näher bestimmt durch die weitere Forderung, dass *¥o m eine alter- 
nirende Function der vier Werthsysteme sein soll. 

Ausdrücke von ganz anderer Form erhält man, wenn man die Wurzelfunctionen dritter 
Ordnung durch Functionen von x, y, z ersetzt. Wir haben hier zunächst die Fälle zu unter- 
scheiden, in denen m ungrade ist, von denen wo m grade ist; für diejenigen, in denen m 
ungrade ist, sind wiederum die Fälle zu sondern, wo m eingliedrig ist, m — x, von denen 
wo m zweigliedrig ist, m — xA ; endlich sind für grade Indices die beiden Fälle m — und 
m — >cX\i zu unterscheiden. 

I. Es sei m — x. 

Dann stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf, durch welche wir ^o^ ausdrücken 

können: 

VH^H, vH^H, vH^H, VHxxvHhVHi^. 

Dass diese linear unabhängig sind, erkennt man auf folgende Weise. Es ist 

daher: 

Wenn zwischen den vier aufgestellten Functionen eine lineare Gleichung bestände, so müs- 
ste demnach eine solche auch bestehen zwischen 

H, H, H, Fx^G^x- 

Das ist aber unmöglich; denn H, H, H sind linear unabhängig, und die letzte Function 
hat im Punkte x einen von Null verschiedenen Werth, während die drei andern in diesem 
Punkte verschwinden. 
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Nach Absonderung des Factors \[H h geht also jede der aufgestellten vier Grössen über 
in eine homogene Function dritter Ordnung von x, y, z, die in allen sechs von x verschiede- 
nen Punkten der Reihe 1 , 2 • • • 7 verschwindet. Nun muss *Pcr x , als Function von (xo, yo, zo) 
aufgefasst, ausserdem der Bedingung genügen, dass sie verschwindet an den drei Stellen 

(xh, yin Zh) (h— 1, 2, 3); es ist demnach 

"¥a x =y/l^P(xo,yo,zo), 

wo P(xo, yo, zo) eine homogene Function dritter Ordnung von (jco, yo, zo) bedeutet, die an 
den drei Stellen (je/,, y/,, Zh) und den sechs von (a x ,ö x ,c x ) verschiedenen Stellen (a a ,b a , 
c a ) verschwindet. 

Hierdurch ist P(xq, yo, zo) ebenfalls bis auf einen von (xq, yo, zo) unabhängigen Factor 
definirt. Wir können nun eine Function dritter Ordnung, die diesen neun Bedingungen ge- 
nügt, in der Form einer Determinante aufstellen. Die erste Horizontalreihe derselben möge 
gebildet sein durch die Grössen: 

3 2 2 2 3 

*0) ■"'03') X Z ' x oyo'" z O' 

die darauf folgenden dadurch, dass wir xo, yo, zo der Reihe nach ersetzen durch xi, yi, zi ; 
*2, yi, zi\ xt,, y3, Z3 und die sechs von (a x ,b x ,c x ) verschiedenen Werthsysteme (a a , b a , 
c a )\ und zwar mögen diese in der Weise auf einander folgen, wie die Indices: a, ß, y, 5, 
X, ß. Diese Determinante ist eine alternirende Function aller zehn in ihr vorkommenden 
Grössensysteme. Um aus ihr einen in Bezug auf die von x verschiedenen primitiven Indi- 
ces a, ß, y, ö, X, fj. symmetrischen Ausdruck zu erhalten, multipliciren wir sie mit dem 
alternirenden Vorzeichen: 

p _ r^\a\ßY8Xß+ß\y8Xn+y\5ln+8\ln+l\n 

und bezeichnen das Product durch P x . 
Wir erhalten jetzt: 

yo* = cV¥ x p x , 

wo C einen von (xq, yo, zo) unabhängigen Factor bedeutet. Wir setzen nun: 

Dann ist 

Hier muss der Factor r x nicht allein von (xo, yo, zo), sondern auch, da ^Vc* eine alterni- 
rende Function der vier Werthsysteme sein soll, und P x eine solche ist, von den übrigen 
Werthsystemen unabhängig, d. h. eine durch die Parameter ausdrückbare Constante sein. 
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Die Verhältnisse dieser sieben Constanten r x (auf die es allein ankommt, da wir nur 
die Quotienten der a bestimmen wollen), lassen sich durch folgende Methode angeben. 
Es ist klar, dass sich jede homogene Function dritter Ordnung von (xq, yo, zo), die an den 
drei Punkten (je/,, y^, Zh) {h = 1, 2, 3) verschwindet, durch ein lineares Aggregat der sieben 
Functionen P a darstellen lassen muss: 

7 

F(x , yo, zo) = J^ ( A aPa)- 
a=l 

Um die Coefficienten zu bestimmen, setzen wir (xo,yo, zq) — (a^.b^.c^). Dann ver- 
schwinden alle sieben Functionen P a mit Ausnahme von P x ; den Werth, den P x im Punkte 
x annimmt, wollen wir durch P£ bezeichnen. Es ist also 

F(a x ,& x ,c x )=A x P*. 

Nun ist P x = eD, wo e das vorhin gegebene Vorzeichen, und D eine Determinante bedeutet. 
Setzen wir in dieser Gleichung (jctj, yo? zo) — (ö x , b x , c x ), so erhalten wir 

K = eö, 

wo D eine alternirende Function sämmtlicher zehn Werthsysteme (x/,, y/,, Zh) {h— 1,2, 3), 
(a a ,b a ,c a ) (a — 1, 2- • -7) bedeutet. Vertauschen wir in dieser Gleichung x mit a, so än- 
dert die Determinante D ihr Vorzeichen; wir erhalten also 

PS = -e'D, 



wo 



g / _ /_j\x|j3y5A^+jß|y5Ap+y|5A/i+5|A^+A|^ 



ist. Nun ist 



g £ / _ /jwaljSySAju _ /-p 
es ist also — e' = e, und daher: 



^a • 



Hieraus sehen wir, dass der Werth des Ausdrucks P* — eD von dem Index x unabhängig 
ist. Wir bezeichnen diese Grösse durch P. Wir erhalten demnach die Identität: 



PF(x ,y , zo) = £ { F ( a a,b a ,C a )P a }. 

Diesen Satz wenden wir an auf eine bestimmte, in den gegebenen Punkten verschwin- 
dende Function dritter Ordnung, nämlich auf das Determinanten-Product 



F(xo,yo,zo) = 



xo yo 
xi yi 
a* b„ 



zo 

ZI 
C x 



xq 


yo 


zo 




X2 


>'2 


Z2 




a\ 


bx 


c\ 





XQ 


yo 


X3 


>'3 


a ß 


h 



zo 

Z3 
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Hier ist 

F(a x ,b x ,c x ) = 0, F(a x ,b x ,c x ) = 0, F(a ß ,b^,c ß ) = 0; 

dagegen 

F(fl a ,Z?a,c a ) = (-l) >C?L ^ a F(x h yi,zi)a> c F(x2 1 y 2 , Z2) a l F ( x 3, B, Z3W, 
wenn a von zt, Ä, ß verschieden ist. Wir setzen der Kürze wegen: 

F(x hl y hl Zh) x x = F xX- 
Dann besteht also die Identität: 

F(x ,y ,z )P = £ {(-l)^ 1 ^^^«}. 

Wir denken uns nun die drei Werthsysteme (x/,, y/,, z/,) (/i = 1, 2, 3) so beschränkt, dass 
die Gleichung 

P = 

erfüllt wird. Das Verschwinden des Ausdrucks P - oder, was dasselbe ist, der Determinante 
D - sagt aus, dass es möglich ist, eine Function dritter Ordnung dreier Grössen x, y, z zu 
bilden, die an den Stellen (xh, yhi Zh) {h — 1, 2, 3) und den sieben Stellen (a a , b a -, c a ) (oc — 
1, 2---7) verschwindet. Es lassen sich nun alle Functionen dritter Ordnung, die an den 

Stellen l,2---7 verschwinden, linear durch H(x,y,z), H(x,y,z), H(x,y,z) ausdrücken. 
Die aufgestellte Bedingung ist daher gleichbedeutend mit folgender: Es muss ein linearer 
Ausdruck 

existiren, der an den Punkten (xi, Vi , z\), (x 2 , y 2 , z 2 ), (x 3 , y 3 , z 3 ) verschwindet. Werden die 
drei Werthsysteme in dieser Weise beschränkt, so gilt die Gleichung: 

£ {(-ir^ a F^F^F$P a }=0. 
a,ß,y,S 

Nun lassen wir in den Ausdrücken der Argumente 

3 

u = £ {U(x h , y h , z h ) - U(a h , b h , c h )} , etc. 

h=0 

(xi,yi,zi) mit (a h b u c\), (x 2 , y 2 , zi) mit (a 2 , b 2 , c 2 ), (x 3 , y 3 , z 3 ) mit (a 3 , b 3 , c 3 ) zusam- 
menfallen. Dann ist die geforderte Bedingung erfüllt. Es geht aber hierdurch <j(u, u', u") x 
über in o(U(xq, yo, zo) - ^(«o, &o, cq) • • • ) x ; daher wird 



P<7x = \/#(x , yo, zo)x ^H(a , b , C ); 
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wo p einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. Da gleichzeitig 



^o* = r x VH(x ,yo,zo)x"JH(ai, b\, ci)„VH(a 2 , b 2 , c 2 ) x \/H(a ?n h, c-i) H P H 
ist, so ergiebt sich demnach: 



P* = 



VH(ao, bo, co) 



r xP \/H(öi, bu ci)kVh(ci2, b 2 , c 2 ) x \ZH(a 3 , £3, c 3 ) 
Wir erhalten also die Relation: 



F (1) F (2) (3), 



#. 



V J/ ^xA^I« ax aA J »M v "<* l ^q 



a,ß,y,S 



r aV H a v H a v H a 



welche allemal dann gilt, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte zusammenfallen mit 
den von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunkten einer Function H = AH + BH + 
CH. Wir ersetzen jetzt die lineare Function F durch Wurzelgrössen: 



F 1 -■ 
1 ax 




JhI Vh^ x 


vH a y 


V¥ 


F aX - - 

F 3 _. 


^x^Kx 


V H a y 





Dann geht die gefundene Gleichung über in folgende: 



/ 1 \ xXß | a V H a V H aK ^ H a X ^ H aß 



= 0. 



a,ß,y,ö 



Diese muss stets dann gelten, wenn die mit 0, 1,2,3 bezeichneten Punkte der Curve M — 
auf einer Graden liegen. Wir lassen nun die Grade, auf der diese Punkte liegen, mit einer 
Doppeltangente Hj — zusammenfallen. Dann fallen auch die Punkte 0, 1, 2, 3 paarweise 
zusammen; und zwar mögen die Punkte und 2 mit dem einen, 1 und 3 mit dem andern 
Berührungspunkt zusammenfallen. Dadurch ergiebt sich: 



Y ) ( i)xXu\a v H a V H aX ^ H ax ^ H aß 
a,ß,y,8 I ra 



= 0. 



Diese Gleichung gilt stets, wenn unter 0, 1 die beiden Berührungspunkte einer Doppeltan- 
gente Hd — Q verstanden werden. Wir setzen jetzt d — ö. Dann ist 



m = 0, Hi 



0; 



152 Abriss einer Theorie der Abel'schen Functionen dreier Variabein. 



die Gleichung reducirt sich demnach auf folgende: 



s j / ^xAmI« ^ H a ^ H aX ^Lc^ H lß { = Q 
Nun ist aber allgemein (nach der ersten Formel des in § 9 aufgestellten Systems): 

+ (-l) a/3| %3A^^ = 0; 
folglich, da H Q 5 = 0, 

VÖ^Vti^: V¥ ß Vrff k =: (-1) 5 "«/« 5 A : (-l)^f ß5 x- 
Ebenso ist: 

V^V^I: V^V^ (-l) S ^fa 8 X : (-l)^. 
Daher können wir die zuletzt entwickelte Gleichung folgendermassen schreiben: 

S i ( i\KXii8\a fa8XvHgxvHaLi l _q 
«,j3,y\ r a J 

oder: 

5 J / ^\ßy\a fa8X^ H a>c^ H a^ l _ q. 
a,]3,y\ >a J 

und diese muss gelten, wenn der Punkt 1 irgend einen der beiden Berührungspunkte der 
Tangente H§~0 bedeutet. Wir wissen aber aus dem in § 9 aufgestellten Gleichungssystem, 
dass zwischen den Grössen 

v^vff«/i. vi/ j8x V^ M , VH rx VH m , 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes 1, die Relation besteht: 

L{(-l) ßrla 8afaöX^^}=0. 

Nun muss diese Relation mit der vorigen identisch sein. Denn sonst würden wir den Quo- 
tienten 

q_ VHgxVHaii 



Abriss einer Theorie der Abel 'sehen Functionen dreier Variabein. 



153 



ausdrücken können durch die Coefficienten beider Gleichungen; wir würden also denselben 
Werth erhalten, gleichviel, ob wir die Coordinaten des einen oder des andern Berührungs- 
punktes einsetzen. Nun ist aber 



VhJ 



ßx 



ax _ / i\8\aß fa8xvHß vH a ^ _ ^x$\aß fa8nvHß 

f o s: . . a I 't/1 



fß5> 



'm 



v L± apL 



fßöfiVHl 



daher: 



ß = 



f f H^ 
JaSxJaSp. ß 

fßöxfßöß H a 



Ha 



ist. Es würde also der Quotient — — denselben Werth in dem einen, wie in dem andern 

H a 

Hy 

Berührungspunkte haben. Dasselbe würde gelten von — . Dies aber würde heissen, dass 

H a 
die beiden Berührungspunkte zusammenfallen. Da dies unmöglich ist, so können die beiden 

Gleichungen nicht verschieden sein. Es müssen daher die Coefficienten übereinstimmen; 

d. h. es muss allgemein 

r a L _8ß_ 

rß ga 

sein. Wir können daher setzen: 

1 
r^= — • 



Somit ergiebt sich jetzt, mit vollständiger Constanten-Bestimmung: 

3 

n 

k=0 



(63) 






IL Es sei jetzt m — xX. 

Für diesen Fall wird die Darstellung von ^Om eine ähnliche; nur tritt hier anstatt P x eine 
Function vierter Ordnung Q K x auf. Wir stellen das System der Wurzelfunctionen dritter 
Ordnung mit dem Index xX auf: 



vHxxH, vHx\Hi vH^H, VH >c ^\/HxVH 1 



l ß- 



Diese multipliciren wir mit — =Vff x v^. Dann wird 

v R 



^H^VH^x/H^x 



R 



FxX'i 



H x VHuvH : 



jl v li^h 



R 



H% — F K uHx ; 
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durch die Multiplication entsteht also folgendes System: 

F x xH> F xlH> FxXH, F*vflx- 

Hieraus erkennt man zunächst, dass die aufgestellten vier Grössen wirklich linear unab- 
hängig sind, also zur Darstellung von v P<7 x ;l verwandt werden können. Denn zwischen H, 
H, H besteht offenbar keine lineare Gleichung; wäre aber F xfl H^ durch die Grössen F X ^H 
etc. ausdrückbar, so wäre F^^H^ — F^H, wo H eine homogene Function dritter Ordnung 
bedeutet. Diese Gleichung müsste eine Identität sein, weil sie nur von der vierten Ord- 
nung, die Gleichung zwischen x, y, z aber von der sechsten Ordnung ist. Es müsste also H^ 
identisch durch F^x theilbar sein; was nicht der Fall ist. 

Alle vier zuletzt aufgestellten Functionen: F x xH etc. sind nun von der vierten Ordnung 
und haben die Eigenschaft gemein, dass sie an allen Stellen 1 , 2 • • • 7 verschwinden, an 
den Stellen x, X aber von der zweiten Ordnung. Dies überträgt sich sofort auf das lineare 
Aggregat, durch welches *¥o K x dargestellt werden kann. Es muss 



X¥o >cX = ^ ^ ßOo, yo, zo) 



sein, wo Q(xo, yo, zo) eine homogene Function vierter Ordnung von (jco, yo, zo) bedeutet, 
die an den Stellen 1 , 2 • • • 7 verschwindet, und zwar an den Stellen x, X von der zweiten 
Ordnung. Ausserdem muss diese Function verschwinden, wenn (xq, yo, zo) — (•*/», y\ii Zh) 
(h— 1, 2, 3) gesetzt wird. Diesen Bedingungen können wir folgende Form geben: 

Q(xh,yh,Zh) = 0=1,2, 3); 

Q(a a ,b a ,c a ) = (a^x,X), 

endlich 

r) r) r) 

j x Q(x,y,z) = 0, 2-Q(x,y,z) = 0, ^Q(x,y,z)=0 

für* = ax,y = b x ,z = c x und für x = a^,y = bx,z = c^. 

Dies sind 14 lineare homogene Gleichungen zwischen den 15 Coefficienten der Function 
Q(x, y, z). Dieselbe ist daher durch diese Bedingungen bis auf einen von (jco, yo, zo) unab- 
hängigen Factor bestimmt. 

Wir stellen diese Function wieder durch eine Determinante dar. Die erste Horizontal- 
reihe sei: 

Xq, xlyo, xlzo, xlyl, *oyozo"-Zu- 
Die darauf folgenden acht Reihen sollen dadurch entstehen, dass man in der ersten (xq, yo, 
zo) ersetzt der Reihe nach durch 

(*i,yi,zi), (*2,y2, Z2), (x 3 ,y3,Z3), (a a ,b a ,c a ), (aß,bß,c ß ), 
{a y ,by,c 7 ), (a s ,b 5 ,c s ), (a ß ,b^,c ß ); 
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die nächsten sechs dadurch, dass man die Glieder der ersten Reihe nach xq, yo, zq differen- 
zirt, und dann (xo, yo, zo) erstens durch (a x , Z? x , c x ), zweitens durch (a^, bx, ex) ersetzt. 
Die letzte Reihe ist demnach: 

0, 0, 4, 0, a\b x ---Ac\. 

Diese Determinante ist eine alternirende Function der neun Werthsysteme: 

(xh, yh, Zh) (h = 0, 1, 2, 3), (a a , b a , c a ) (« von x, A verschieden), 

und in Bezug auf jedes derselben von der vierten Ordnung; ferner ist sie eine alternirende 

Function der beiden Grössensysteme (a x , b x , c x ) und (o^, bx, ex), und in Bezug auf jedes 

von der neunten Ordnung. Um aus ihr eine Grösse zu erhalten, welche in Bezug auf die 

Indices a, ß,y, ö, fj. einerseits und x, X andrerseits symmetrisch ist, multipliciren wir sie 

mit dem Vorzeichen: 

c _ r _^\a\ßy8ß+ß\y6n+y\8ß+8\ß+x\X 

Das Product können wir dann bezeichnen durch Q x \. ~ Nun ist Q^x eine alternirende 
Function der vier Werthsysteme (x/,, y/,, Zh)\ ^O^X s °ll dieselbe Eigenschaft haben; daraus 
folgt, dass wir setzen müssen: 

A f VW } 

wo der Factor r x x sowohl von (xo, yo, zq), als den übrigen Veränderlichen unabhängig, also 
eine durch die Parameter ausdrückbare Constante sein muss. 

Aus der Form, in der wir die 28 ungraden cr-Functionen dargestellt haben, geht die 
Existenz der zwischen ihnen bestehenden Relationen hervor. Ein Theil derselben geht sogar 
über in identische Determinanten-Relationen, gültig für unbeschränkte Werthe der Grössen 
(x/,, y/,, Zh), und von ähnlicher Natur, wie die Relationen zwischen den Determinanten- 
Ausdrucken F K x, G K x,H>t, zu denen wir durch die Betrachtung der Beziehungen zwischen 
den speciellen <7-Functionen gelangt sind. 

Nehmen wir diejenige Relation unter den ungraden ex, von der wir am Anfang ausge- 
gangen sind: 

S s {(-l) ßrdla f r6 ^f 8ßx fß rx <y a a a A = 0, 

a,ß,y,8 ^ • > 

so verwandelt sich diese, durch Einsetzung der gefundenen Ausdrücke für die a, in 

(65) S l(-l) ß7Sla Pa«fy8xfSßKfßYKPaQax}=0, 

a,ß,y,ö <■ J 

wo p aM für rar^rax gesetzt worden ist. 
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Wir behaupten nun zunächst, dass diese Gleichung eine Identität ist. Nehmen wir an, 
dass zwar (xi, yi , zi), (x 2 , yi, zi), (x 3 , y 3 , z 3 ) der Gleichung L = genügen, x , yo, zo aber 
unabhängige Grössen sind, und bezeichnen unter dieser Voraussetzung die linke Seite der 
Gleichung (65) durch M(xo, yo, zo), so muss 

M(x , yo, zo) = F(x , y , zo) L(x , y , zo) 

sein, weil M stets verschwindet, wenn das Werthsystem (xo, yo, zo) der Gleichung L — 
genügend angenommen wird. F(xo, yo, zo) muss eine lineare Function sein, da P a von der 
dritten, Q ax von der vierten, L aber von der sechsten Dimension ist. Nun verschwindet zwar 
L(xo, yo, zo) an den Stellen (xi , yi, zi), (*2, yi, zi), (x 3 , y 3 , Z3); aber, da dies keine Doppel- 
punkte der Gleichung sind, nur von der ersten Ordnung, während M(xq, yo, zo) an diesen 
Stellen von der zweiten Ordnung verschwindet. Es müsste demnach die lineare Function 
F(xq, yo, zo) ebenfalls an den drei Stellen verschwinden. Dies ist nur dadurch möglich, dass 
F - und somit auch M - identisch verschwindet. 

Hierauf gestützt, können wir jetzt dieselbe Folgerung machen, indem wir (xo, yo, zo) 
und (xi , yi, zi) als unabhängige Grössen ansehen; und indem man dies fortsetzt, erkennt 
man, dass die Gleichung (65) gilt, wenn die Grössen (x/,, y/,, Zh), ebenso wie die Parameter 
(a a ,b a ,c a ), als unabhängige Grössen angesehen werden. 

Ferner lässt sich leicht zeigen: Die Verhältnisse der Grössen p ax , ßß K , p r>c , p§ x ent- 
halten die Parameter a%, bx, ex', aß, b^, Cp nicht. Denn nehmen wir das Entgegengesetzte 
an, und vertauschen (ax,bx,cx) der Reihe nach mit (x ,yo,zo), (*i,yi,zi)> (*2,y2,Z2)- 
Die Determinanten-Ausdrucke P a und Q a >t vertauschen dadurch nur ihr Zeichen. Dann 
bekämen wir vier, und mit der ursprünglichen, fünf homogene lineare Gleichungen zwi- 
schen den Producten P a Qax, PßQß^ PyQyx, PsQsx> die offenbar unabhängig von einan- 
der sein müssten. Dies ist unmöglich. Es kann daher der Quotient — — nicht die Grössen 

Pj3x 
(ax,bx,cx) enthalten. Dies gilt natürlich für alle vier Indices A, die von a, ß und x ver- 
schieden sind. Eine nähere Untersuchung der Gleichung zeigt nun, dass dieser Quotient 
auch von (a a ,b a ,c a ), (ciß,bß,Cß), (a x ,b x ,c x ) nicht abhängen kann. Denn schreiben wir 
die Gleichung in dieser Form: 



(-1) ~^~ fydxfdßxfßyxPaQc 



- -~ — n S A (- 1 ) 7 PßxfdaxföyxfayxPßQßx \ 

Pßxß,y,° k J 



so ist in Bezug auf a a , b a , c a auf der rechten Seite jedes Glied eine homogene ganze 
Function von der Dimension 9. Es ist daher 

Pax n 

PßK 
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eine ganze homogene Function neunter Dimension von a a , b a , c a . Diese muss, da die 
Determinanten P a und Qax keine Theiler besitzen, die selbst ganze Functionen von a a , 
ba, c a wären, durch P a und Qax theilbar sein; und zwar so, dass der Quotient wieder 
eine ganze Function ist. Nun ist P a von a a , b a , c a unabhängig, Qax dagegen von der 

Dimension 9. Daraus folgt, dass — — eine ganze Function Oter Dimension von a a ,b a , c a 

Pßx 

ist. Das heisst: — — enthält a a , b a , c a gar nicht; ebensowenig natürlich an, ba, c«. 

Pßx '" ' ' " " p p p 

Es könnte hiernach höchstens von (a x ,b x ,c x ) abhängen. Aber auch dies ist un- 

Pßx 

möglich; denn man kann — — zerlegen in — — , und — — . Von beiden Factoren ist durch das 

Pßx " Paß Pßx 

Vorhergehende gezeigt, dass sie von ö x , b x , c x unabhängig sind; folglich gilt dasselbe von 

— — . Nun enthält die Gleichung, durch welche dieser Quotient völlig bestimmt sein muss, 

Pßx 

ausser den Veränderlichen und den Parametern noch die alternirenden Vorzeichen. Aber 
auch diese fallen fort, sobald man anstatt der Grössen P a , Qax etc. und der Grössen fy§ x , 

f§gx etc - die reinen Determinanten-Ausdrucke einführt. Es muss daher — — einen rein 

Pßx 

numerischen Werth haben. Hieraus folgt offenbar, dass — — = — — sein muss. Nun kann 

Pßx Pax 

nicht gleich —1 sein; denn dann würde man erhalten: p a x — —Pßx> Pax — ~Pyx, 

Pßx 

Pßx — —ßyx, und dies würde einen Widerspruch einschliessen. Daher muss p a x — Pßx 
sein; d. h. es müssen alle 21 Grössen p x ^ denselben Werth haben. Nun ist 

1 

PxX = r * r X r xX = C, r x =—; 

daher erhalten wir: 



SxSx 



(66) ^GxX = 1 J 



wo jetzt c für alle 21 Functionen a K x denselben Factor bedeutet. Zugleich erkennen wir, 

dass zwischen den Determinanten-Ausdrucken P und Q die folgende identische Relation 

besteht: 

S U-\)W\ a f yS „f Sß „f ßy „P a Q ax \ = 0. 
a,ß,Y,ö <■ > 

III. Es sei m = kX\1. 
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Für die graden <7-Functionen lassen sich Ausdrücke von genau analoger Form nicht 
aufstellen. Es tritt hier ein ähnliches Verhalten ein, wie in der Theorie der Abel'schen 

Functionen von zwei Argumenten, wo die Quotienten — ^— ebenfalls in ganz anderer Form 

o 

dargestellt werden, wie die Grössen — — (unter a m verstehen wir dort die Function @(w, u'\ 

Ob 
H m£ , v me ), oder eine Function, die sich von dieser nur um einen willkürlich anzunehmen- 
den constanten Factor unterscheidet). 

Für m — xXfl stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf: 



\Zh^Vh^Vh^, Vh^Vh^Vh^, Vh^Vh^Vh^, 

Diese multipliciren wir sämmtlich mit dem Factor: 

R ' 

Da das Product dieses Factors mit y/W^y/H^ y/H^^ gleich F^F^ß ist, so bekommen 
wir dadurch folgendes System: 

Z7Z7 T? T7 T? T? A " 

^xA^x/x, rx^Xx! r^^iiX-, ö > 

von dem leicht einzusehen ist, dass die einzelnen Grössen unter einander linear unabhängig 
sind. Denn zwischen den ersten drei Gliedern, welche quadratische Functionen von x, y, z 
sind, die in den Punkten x, X, ß verschwinden, besteht offenbar keine Relation. Der letzten 
aber können wir, da 

H x H X G xl — RF xX 

ist, die Form geben: 

H {l F xX 
G xX 

Wäre diese durch die drei früheren ausdrückbar, so müsste eine Gleichung bestehen von 
der Form: 

H ß F xX = G xX G i 

wo G eine homogene quadratische Function bedeutet. Diese Gleichung müsste, da sie nur 
von der vierten Ordnung ist, eine Identität sein. Es müsste also Hp durch G^x theilbar sein, 
was nicht der Fall ist. Die Function Wo^xp muss deshalb darstellbar sein in dieser Form: 

rO { H°H°H° ) 

'"'•^ = v5Wv? G(vo ' "■ zo) + c ^^ ' 
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wo G(xo,yo, zo) eine quadratische Function bedeutet, die in den Punkten x, X, ß ver- 
schwindet. Dieser Ausdruck für ^O^Xjx muss ferner so bestimmt werden, dass er ver- 
schwindet, wenn (xq, yo, zo) — (x/j, y/;, zu) (h = 1, 2, 3) gesetzt wird. Zu diesem Zweck bil- 
den wir eine sechsgliedrige Determinante, deren erste Horizontalreihe durch die Grössen 

x , xoyo, xozo, y , yozo, z 

gebildet wird. Die darauf folgenden sollen aus dieser dadurch entstehen, dass man (xo, yo, 
zo) der Reihe nach durch 

(xi,yi,zi), (x 2 ,y2,Z2), (a„,b x ,c x ), (a x ,b x ,c x ), (a ß ,b ß ,c ß ) 

ersetzt. Diese Determinante multipliciren wir, um sie in Bezug auf die Indices x, X, ß 
symmetrisch zu machen, mit dem Vorzeichen 

und bezeichnen das Product durch 

G(0,l,2) x ^. 

Unter G(0, 1, 3)^^ soll dann diejenige Grösse verstanden werden, die aus G(0, 1, 2) xXvL 
durch Vertauschung des Werthsystems (x2,y2,Z2) mit (x3,y3,Z3) entsteht, u. s. f. Es ist 
dann offenbar: 

G(0,l,2) = -G(l,0,2), 

G(0, 0, 2) - 0, etc. 

Die Function G(xo, yo, zo) muss dann auf die Form gebracht werden können: 

G{xq, yo, zo) = aG(0, 2, 3) xX ^+bG(0, 3, l) xAjU +cG(0, 1, 2) xXß , 

wo a, b, c von (xo, yo, zo) unabhängige Coefficienten bedeuten. Diese Coefficienten müssen 
so bestimmt werden, dass der Ausdruck 

t/0 t/0 t/0 

G{xo, yo, zo) + C — ^ — 

verschwindet, wenn (xo, yo, zo) gleich einem der drei andern Werthsysteme gesetzt wird. 
Wir erhalten also: 

G(xi,y h zi) + C — — { -0. 
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Andrerseits ist aber, da G(0, 3, \) K x\i un d G(0, 1, 2) K xp verschwinden, wenn (xo, yo, zo) 
(xi,yi,zi) gesetzt wird: 

G(xi,yi,zi) = «G(l, 2, 3) xAm . 

Wir können also setzen: 

C= G(l, 2, 3) X ^ M , 

H lc H l H jl 



In derselben Weise ergiebt sich: 



b = 



c — 



R l 



Tj2 Tj2 Tj2 

H x H X H ß 

R 2 
t/3 t/3 t/3 



R 3 



Die Function, welche wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen wir durch R^Xp- 



(67) 



R 



xX)X 



t/0 t/0 1/0 



H K H X H PL 



— ö G(l, 2, 3)^ M — j G(2, 3, 0) K xn 



hIh?h?, 



+ ^^G(3, 0, l) XJl/I - ^p^G(0, 1, 2) xAM 



1^^0-^^(1,2,3)^1 



in welcher Summe jedes Glied aus dem vorhergehenden durch cyklische Vertauschung 
der Werthsysteme (jco, yo, Zq) ■ ■ ■ (xj, ys, Z3) und durch Aenderung des Zeichens hervorgeht. 
Die Grösse R bedeutet in dieser Formel die dritte Wurzel aus dem Product aller sieben 

Grössen H a : 

R — \f HifyHi^HsHßHi; 

sie kann indess auch rational dargestellt werden. 

Da R k x\l offenbar eine alternirende Function der vier Werthsysteme ist, so erhalten wir 
jetzt: 



(68) 



Wo 



xXp 



n 



R (k) 



l i vWv^v 7 ^ 



R 



xXpi 



wo c einen von allen Werthsystemen unabhängigen Factor bedeutet. Dieser kann indess 
möglicher Weise noch von dem Index kX\i abhängen. 
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IV. m = 0. 

Hier gehen wir aus von dem System: 



VHxVHxVHxx, vHxVHhVHx^, Vh^vh^vh^^, VHxXvHx^VH^ 

oder: 

''"^A- Vrt^A^, Vrt/^oo 



>C, 



>/RF„,, >/RF,„, VRF a ^ y[R*>*> F "» G ^ 



fix 

Dass diese Grössen linear unabhängig sind, zeigt sich in derselben einfachen Weise, wie 
früher. Es muss sich also jede Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index in dieser 
Form darstellen lassen: 

(Ax + By + Cz)H K + DF xX F^ G A/J 
K 



H 



'st 



Der Zähler dieses Quotienten ist eine homogene Function vierter Ordnung, die an allen 
Doppelpunkten verschwindet, an der Stelle yt aber von der zweiten Ordnung. Hier ist der 
Index x bevorzugt; wir können aber dieselbe Function in den drei Formen: 

Gi / — Go i — Gt, 

R—, VR — , VR 



also auch in der Form: 



Hx Hl Hfi 



^AGi+BG 2 + CG 3 



darstellen, wo A, B, C beliebige Coefficienten, und G\, G2, G3 homogene Functionen vier- 
ter Ordnung bedeuten, die sämmtlich an den sieben Doppelpunkten verschwinden. Wir 
können also als Nenner eine willkürliche lineare Function der Grössen H, H, H einfüh- 
ren, z. B. die, von der wir die unteren Grenzen der Integrale abhängig gemacht haben. 
Es ist dann klar, dass der Zähler ebenfalls in den vier Punkten (ah, bh, c/,) (h — 0, 1,2, 3) 
verschwinden muss. Denn es ist 

(Ad+ BG 2 + CG 3 )H„ = HG i; 

wird nun (x, y, z) — (ah, bh, Ch) gesetzt, so wird H = 0, während H x (wenn wir nicht eine 

besondere Wahl der Punkte (ah, bh, Ch) annehmen) von Null verschieden ist. Daraus folgt, 

dass wir jede Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen 

können: 

i-G 

wo G eine homogene Function vierter Ordnung bedeutet, die in den sieben Doppelpunkten 
und den vier Punkten (a h , b h , Ch) (h — 0, 1, 2, 3) verschwindet. Für die Function ^Oq tritt 
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nun noch die Bedingung hinzu, dass sie an drei ferneren Stellen: (jci , vi, zi), (x2,y2,Z2), 
(JC3, )>3, Z3) verschwinden muss. Durch diese 14 völlig gleichartigen Bedingungen ist die 
Function bis auf einen von (xq, yo, Zq) unabhängigen Factor definirt. Wir haben eine Func- 
tion vierter Ordnung in Form einer Determinante zu bilden, deren 15 Horizontalreihen aus 

der Reihe 

4 3 3 4 

X , XV, XZ---Z 

dadurch hervorgehen, dass man für x, y, z die Grössen 

{xh, yh, Zh) (h = 0, 1, 2, 3), (a h , h, c h ) (h = 0, 1, 2, 3), 
(a a ,b a ,c a )(a = l,2---7) 

setzt. Diese Determinante, die eine alternirende Function sämmtlicher 15 Grössensysteme 
ist, denken wir uns noch mit einem alternirenden Vorzeichen behaftet; das Product ist dann 
unabhängig von den Indices und kann durch So bezeichnet werden. Da ^Oq eme alterni- 
rende Function sein soll, so haben wir zu setzen: 

(680 ^ 0=c n{ w jso, 

wo c eine Constante bedeutet. Dies ist demnach der einzige Fall, in welchem wir die unteren 
Grenzen der Integrale in den Ausdruck von ^Om aufgenommen haben; und auch hier ist es 
aus der Bildung des Ausdrucks unmittelbar klar, dass eine Aenderung der unteren Grenzen 
auf die Function üq keinen Einfluss ausübt, wenn man nur die neuen unteren Grenzen so 
wählt, dass die entsprechenden Punkte der Curve M — auf einer graden Linie liegen. 



Nachtrag. 



Ueber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabein. 

Den allgemeinen Entwicklungen liegt die Annahme zu Grunde, dass keine der graden 
©-Functionen zugleich mit den Argumenten verschwindet, dass also alle 36 Grössen cq, 
c xX\i von Null verschieden sind. Der Vollständigkeit wegen möge nun der Fall untersucht 
werden, in welchem eine dieser 36 Constanten gleich Null ist. 

Ist c^xii — 0, so setzen wir xA/i = £, und bezeichnen durch 1', 2', 3' • • • l' die Indices 
x, X, ß, ßyd, yda, daß, aßyin irgend welcher Reihenfolge. Bedeutet dann a irgend eine 
Combination der neuen primitiven Indices, und setzen wir & £a — & a , so sind wieder durch 
©o, x 'A'/x' a U e graden, durch ® x > und X ^ ai l e ungraden Theta-Functionen bezeichnet, 
und es wird ©o = 0, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden. Derjenige Fall, 
in welchem eine der 35 Grössen c K xu den Werth Null hat, lässt sich daher durch eine 
Aenderung des Systems der primitiven Indices immer zurückführen auf den, wo cq — ist. 

Wir nehmen deshalb an, dass cq — 0, die übrigen 35 Grössen c^Xp dagegen von ver- 
schieden sind. Im Uebrigen bleiben offenbar die auf S. 25 und 27 aufgestellten Relationen 
unter den Theta-Functionen bestehen; es ist also: 



(1) 



7 

I 

a=0 



(-lf a ' la > ma) ®(v + w---) klma ®(v 



■ w 



Mu- 



)ka®(u 



IIa 



= 0, 



(2) 



I (-lf a ' la ' ma) c k i m ac ma ®ka®la 
a=0 



= 0. 



Die zuletzt aufgestellte Gleichung unterscheidet sich nur dann von der früheren, wenn 
der Index kl grade ist, also entweder = 0, oder = xA/i. Demnach erhalten wir die für diesen 
Fall charakteristischen Gleichungen, indem wir l — k, oder / — k^iß setzen: 



(3) 



(4) 



\ma\ka 2 r\2 



EM 

LI ]\(ka,kaxXjl,ma)„ . n n 

(- 1 ; ^ c maxX\x c ma ®ka ^kaxXß 



a=0 



= 0. 



Aus der letzten Gleichung folgt, dass die drei Producte 



und allgemeiner: 
(5) 



©xÖAp, ©A©/xx, ®n®*X 
®kx ®kXp , ®kX ®kp*, ®kp ®kxX 
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immer durch eine lineare homogene Gleichung verbunden sind; dasselbe gilt von den drei 
Producten 

(6) ®kaß®kyö, ®kßy®kaö, ®kya®kß8- 

Wir wollen nun die Anfangsglieder der ungraden Functionen @ x , ©^ durch u x , uxu, 
das Anfangsglied der graden Function ©o, welches eine homogene quadratische Function 
der Argumente ist, durch wq bezeichnen. 

Aus (6) erhalten wir, indem wir dort k — 8 setzen, eine homogene lineare Gleichung 
zwischen: 

®a®ß r S, ®ß®yaö, ®y®aß8- 

Dieselbe Gleichung muss bestehen zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen: 

Cßyö U CC, CyagUß, C a ß§Uy. 

Daher besteht eine lineare Gleichung zwischen den drei homogenen linearen Functionen 
der Argumente: u a , Uß, Uy. Dies können wir so aussprechen: 

I. Die sieben graden Linien u x — (x — 1, 2- • -7) gehen sämmtlich durch einen 
Punkt. Diesen Punkt bezeichnen wir durch (0). 

Setzen wir ferner in dem System (5) k — 8ß, so erhalten wir eine Gleichung zwischen 

©x5m®5A 5 ®A5 M 5x, ®x8Xii®8- 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder auf die Anfangsglieder zurückgehen, eine lineare 
homogene Gleichung zwischen u§^, u§ x , u§. Daraus ist ersichtlich: 

IL Die sieben Graden w x — und w ax = (öf — 1 , 2 • • • 7, aber sg h) schneiden sich 
in einem Punkte. Diesen bezeichnen wir durch (x). 

Endlich setzen wir im System (5) k — xA . Dann folgt eine homogene lineare Gleichung 
zwischen 

©A©x/x, ©x©A M , ©xA/i©0- 

Hieraus ergiebt sich, dass eine ebensolche Gleichung bestehen muss zwischen den drei 
quadratischen Functionen: 

u x u X\n uxUxp,, wo- 

Dadurch erkennen wir, dass die beiden Graden u x — 0, ux — sich auf dem Kegelschnitt 
wq — schneiden, ebenso die Graden u x — und ii^ß — 0. Wir sehen also: 

III. Die acht definirten Punkte (0), (1), (2) ••• (7) liegen auf dem Kegelschnitt wq — Q. 

Durch diese drei Sätze ist die Lage der 28 Graden u x — 0, u K x — zu einander und in 
Bezug auf den Kegelschnitt wo — ausreichend charakterisirt; die Graden sind die Verbin- 
dungslinien von acht Punkten des Kegelschnitts, und zwar u x — die Verbindungslinie der 
Punkte (0) und (x), u K x — die der Punkte (x) und (A). Wir wählen nun ein besonderes 
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Coordinatensystem. v — sei die Tangente an den Kegelschnitt im Punkte (0) ; v" — ir- 
gend eine andere Tangente, und v' — die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte. 
Der Gleichung des Kegelschnitts können wir dann die Form geben: 

VV — V =0. 

Für die Punkte, die auf dem Kegelschnitte liegen, hat man dann: 



v 1 


v" 

v 2 


- = p, 


~=P 


V 


V 



und es entspricht jedem Punkte der Curve ein Werth von p, und umgekehrt; speziell dem 
Punkte (0) der Werth p — oo. Die Werthe von p, welche den übrigen Punkten ( 1 ) , (2) • • • (7) 
entsprechen, bezeichnen wir durch a\, «2 " ■ 07. Die Verbindungslinie der Punkte (0) und 
(x) hat dann die Gleichung a x v — v' — O, die der Punkte (x) und (A) die folgende: a x a x v — 
(a x + a x )v' + v" — 0; wir können daher setzen 

(7) w = k(w" - v /2 ), u H = l x v„, u xX = l xX v xX ; 

wo 



(8) Vx = a x v-v; v kX = a x a x v- (a x + a x )v 



v 



ist, und Iq, / x , / x ^ noch genauer zu bestimmende Constanten bedeuten. 

Wir können bewirken, dass zwei von den sieben Grössen a x willkürlich vorgeschrie- 
bene Werthe erhalten. Wir können z. B. erreichen, dass a\ — wird dadurch, dass wir die 
Linie v" — mit der Tangente im Punkte (1) zusammenfallen lassen. Dann können wir noch 
v, v' , v" mit drei Constanten a, b, c multipliciren, die aber der Bedingung ac — b 2 genügen 
müssen, damit die Gleichung des Kegelschnitts ungeändert bleibt. Dadurch können wir be- 
wirken, dass ü2 — 1 wird; die übrigen Grössen «3, «4 • • • a-j sind dann die wesentlichen Con- 
stanten des Systems. Wir denken uns also zwei dieser Grössen willkürlich gewählt; damit 
ist das ganze Grössensystem a\ , a^ ■ ■ ■ a-j völlig bestimmt. Es bleibt dann noch eine Aende- 
rung übrig, die man machen kann, ohne die Gleichungen der Graden und des Kegelschnitts 
zu ändern; man kann nämlich alle drei Grössen v, v' , v" mit einem und demselben Factor k 
multipliciren. Dadurch geht v x und v kX in v' x — kv x , v' , = kv xX ; wo in w = k 2 WQ über; 
es treten also an die Stelle der Factoren Iq, l K , l xX folgende: l' Q — l^k 1 , l' H — l H k, V , = l xX k. 

Ueber diesen Factor k werden wir ebenfalls verfügen; jeder der Quotienten — , -^— , x 

Iq Iq Iq 

muss sich dann durch a\ , 02 • • • a-j allein ausdrücken lassen. 

Wir setzen in der Gleichung (4) einmal k—>c,m — jö, das andere Mal: k—j,m — >cö. 
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Dann erhalten wir die zwei Formeln: 

7 



L/^ia^aXjX^yS) & ß 

l L ) L aySxXii L ayS yj cc>t: yj aXii 

1=0 

7 

l L ) t-aSX^aSx^-'ay^-'ayxXn 



a=0 



= 0, 



die sich, mit Hinweglassung der verschwindenden Glieder und der gehörigen Vereinfa- 
chung der Vorzeichen, auf folgende reduciren: 

Caßx c y8x®0®xX ß + (-l)^c aßX c r5X © x a M + (-l) ßll c a ß ß Cy 5ß X/J A = 0, 
CßyxCa8x®ay®ß8-Cß8xC a y„®ß Y ® aS = (-l) a|/3+r|5 C a/ 3 x C y5x O x ;i M - 

Daraus ergiebt sich: 

C a ßx c y6x c xXp l o( vv " ~ v ' 2 ) + (- l ) X ^^aßX c y8X l xXh v ^ v ß 

+ {-\)^ X c a ßn c yön l xnh v xv v x = 0; 



c ßyx c a8Jaylß8 v ayVß8 - Cßs x C a yxlßyl a 8 v ßy v a8 

= (-l)«l^+^c ai3x c r5x c xAM /o( 



// /2\ 

VV — V . 



In der ersten Formel setzen wir vx — 0, also v' — a^y. Dann wird 

/ \ ff 2 fl 12 / fl 2 \ 

v M = {a ß -ai)v, v xX =v -a x v, vv -v = v(v -a A v). 
Daher erhalten wir: 

c aj3x c ySx c A;Uxfo = (-1) («A ~ ^ß)c a ßX c y6X l xX l ß- 
In der zweiten setzen wir vgy = 0, also v" — —üßüyV + (aß + öy)v'. Dann wird 

v ay = (a a -a jß )(a r v-v / ), Vß 5 = (a§ -a y )(a j8 v- v'), 
vv — v — — (ayV — v )(aßV — v ); 

daher ist 

Caßx c y8x c XpJo= (-i) a lP+^ (a a - aß)(a Y - a§)cß Yx c a §J ar lßß. 

Wir führen nun folgende Bezeichnung ein: 

(9) (-l) x|A (ax-a^) = a xA . 
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Da (— l) x l^ ein alternirendes Vorzeichen ist, so ist ax x = a H \. Die beiden Relationen, 
welche wir erhalten haben, sind dann: 

(10) c aßx c yöx c X^iJo = ^Xß c aßX c y8X^xXh^ 

(11) c aßx c yöx c X{iJo — a aß a y5 c ßyx c a5x^aylßö- 

Vertauscht man in der ersten Formel x mit X und multiplicirt die neu entstehende Formel 
mit der ursprünglichen, so erhält man: 

(12) c xX^o =a >^ß a x^ >c x^- 

Vertauscht man dagegen x, X, fi cyklisch und multiplicirt die drei so erhaltenen Formeln, 
so erhält man: 

(13) C xX^Q — a xX a xßdXß^xX^xßlXß^xlxh- 

Die Division beider Gleichungen liefert: 

. _ a xXlxy.lxiil>tlx _ a xX^^x lxXlxlJ.hu 
c xXiih — j j — ~n ' T~T1 ' 

l xX l ß l ycX <-x: l X l ß 

In dieser Form geschrieben, zeigt diese Gleichung, dass der Quotient 

l xX l 

einen von den Indices x, X unabhängigen Werth haben muss. Diesen Werth r können wir, 
indem wir dadurch über den erwähnten willkürlichen Factor k verfügen, gleich 1 setzen; 
wir erhalten dann: 

l 2 l 2 
( 14 ) a «X = f£; 

n c\ c xXfi _ '■xX^xfll-Xfl 

h Ixhly. 

Diese Ausdrücke für die Grössen a K x un d c K x\i führen wir in die beiden Gleichungen (10) 
und (11) ein. Dann verwandeln sich dieselben in Relationen zwischen den Grössen / allein: 

laxlßxhxhxhxlpx _ laxlßxhxhxlxxlßX 

(lo) -3 - -3 , 

lgßlayla8 l ßy l ß5 l yS _ l alßhh 

U 1) ; 1 ; - , , , ,2- 



IxXlxßlXß Ixlxlßh 
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Wir bezeichnen nun das Product aller sechs Grössen l ax , die man erhält, wenn man für 
a die sechs von x verschiedenen primitiven Indices setzt, durch L x ; mit L dagegen das 
Product aller 21 Grössen l K x- Aus dieser Definition folgt dann identisch: 

(18) L 2 = L i L 2 -L 1 , 

laßlaylaölßrhshs _ L 



Danach gehen die beiden Gleichungen (16) und (17) in folgende über: 

TT T I 2 1 2 1 2 ] 2 

(20) — = ^ ■ = ß y 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(21) L x = mll , 

wo m eine von dem Index x unabhängige Grösse bedeutet; aus der zweiten dann: 

(TT\ 1 - m 72/2/2,2,2,2,2 _ m l 

'o 'o 

wenn wir unter l das Product der sieben Grössen l a verstehen. Da nun L 2 gleich dem 
Product der sieben Grössen L x ist, so folgt aus (21), dass 

L 2 = mV 

ist. Vergleichen wir dies mit (22), so erhalten wir 

/ 






Es ist also: 



_ Ul _ l 5 

Es ist jetzt leicht, — , — - , x durch die 21 Grössen a a ß, d. h. die Differenzen der sieben 

ul 

Parameter a\ ■ ■ -aq auszudrücken. Die letzte Gleichung L x = —^ lässt sich so schreiben: 
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wo das Product auszudehnen ist über alle von x verschiedenen Zahlen a der Reihe 1 , 2 • • • 7. 



Da nun nach (14) 



Z 2 / 2 
l O l xX 

l 2 l 2 



— a xX ist, so erhalten wir: 



(24) 



Iq n(«ax) 



Aus der Gleichung (14) geht nun weiter hervor: 



(25) 

und aus (15): 
(26) 



l 



xX 
4 




xX 



In U(a a x)U(a a x)' 



' xXß 
l 



2 2 2 

a xX a xpL a Xy, 

Y\{.a a > t )Y\(a aX )Y\(aa l i) 



Nun ist 



IK< 



a ax) — 



■n<- 



&a Cli 



- (a a - a K ) (aß - a K ) (a 7 - a K ) (a 5 - a K ) (a x - a K ) (a ß -a K )\ 



es ist also: 



(27) 



q (a a - a x ) (aß - a x ) (a 7 - a x ) (a§ - a H ) (a x - a H ) (a ß - a, 



XA 



Iq {fla ~ a x ) (aß - a K ) (a r - a K ) (a 5 - a K ) (a ß - a x ) (a a - a x ) 

(aß - a x )(a y - a x ) (a 5 - a x )(a ß - a x ) 



' xX\i 



Iq (a a - a K ) (aß - a x ) (a y - a x ) (a§ - a K ) (a a - a x ) (aß - a x ) 
(a r - a x )(a 5 - a x )(a a - a ß )(a ß - a ß )(a y - a ß )(a 5 - a ß ) 

Damit ist die Aufgabe, die in der Theorie vorkommenden Constanten durch unabhängige 
Grössen auszudrücken, gelöst. 

Wir gehen nun dazu über, einige einfache Relationen unter den Theta-Functionen selbst 
aufzustellen, aus denen die Art ihres algebraischen Zusammenhangs klar erkannt werden 
kann. Die algebraische Darstellung der ©-Quotienten durch drei unabhängige Grössen x\, 
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X2, X3 ergiebt sich dann fast von selbst. Wir wollen aber zuvor von den Theta-Functionen 
ihre irrationalen constanten Factoren Iq, l x , l x ^, c x xp absondern, und 

(28) 0o = /oOÖ, ®x = lxOx, ® x X = 1 hK g xX^ ©xAm = IxXpOxKp 

setzen, so dass jetzt das Anfangsglied in der Entwickelung von Ob gradezu — vv" — v' 2 , das 
von <y x — v, das von <3 H x — v *X-> un d das Anfangsglied von G^Xu — 1 i st - 

Ferner dividiren wir durch Ob alle 63 übrigen Grössen <j m , und bezeichnen den Quoti- 
enten durch p m . Es ist also 

(29) p x = — , p K x = -—, PkXv = ——■ 

<7 <7o <?0 

I. Wir leiten zunächst eine Relation her aus der Gleichung (3), indem wir dort k — 0, 
m — ycX\x setzen. Für a — x, A, ß verschwindet der Factor c ma ; es ist also: 

^ « + ai r!5 { ( " ir ^ |aC ^ 02 «}^ ' 
oder: 



C xA 



Führen wir hier die Grössen p ein, so erhalten wir: 



Nun ist nach (15) 



daher: 



S i(-l)^l«^/Ul. 

c ßyö _ IßylßslyS c xX\i _ lxXlx\i.h\i 
c ßysla _ lalJxh l ßy^ß5^y8 



c xXiih Ißlyhh Ixllxiihn 
Wenden wir hier die Formel (17) an, so folgt: 

IßylßölyS l a,lßlyh 1 



IxXlxßhp Ixhlßlo ^aßlaylaS 
daher: 



c ßyöla _ l a lßlyh 1 

c xX\xh Iq laßlaylaö 
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Erheben wir diese Formel in's Quadrat, so ist nach (14): 

;6/2 /2 r2 
l O l aß l araö 



es ist also: 



76/2/2/2 — a aß a ay^aS^ 
'■a'-ß'-y <-§ 



c \ y A _ 1 _ (-i)ßrs\t 



c \x\>fi a aß a aya a ö (aß -a a )(a y - a a )(a§ -a a )' 
mithin erhalten wir: 



(A) S | — }> = 1 

,ß,r,5 \ (a a -aß)(aa-a r )(a a -a§) 



a. 



Zwischen je vier der sieben Grössen p 2 a besteht also eine nicht homogene lineare Glei- 
chung. 

IL Wir gehen zurück auf die Gleichung (2). Aus dieser geht hervor, dass zwischen 
den vier Producten O a ^ax, GßGß*, GyGyx, <7 5 ö '5x eme lineare homogene Gleichung 

ÄOaOax + BOßOßx + Co y O yx + Do 5 5x — 

besteht; man erhält diese, indem man k — x, / — 0, m — Xß setzt. Wir wollen aber die 
Coefficienten in anderer Weise bestimmen. Offenbar muss dieselbe Gleichung zwischen 
den Anfangsgliedern bestehen: 

Av a vax + BvßVß x + CvyV jK + Dv s v 8x = 0. 

Wir setzen nun v — 1, v' — p, v" — p 2 ; dann geht 

v K 'ma K -p, v x x'm(a x -p)(ax-p) 

über. Es muss also, für willkürliche Werthe von p, die Gleichung bestehen: 

A(a a - pf + B(a ß - pf + C(a y - p) 2 + D(a s - pf = 0. 

Daraus geht hervor: Zwischen je vier Functionen p a Pax, PßPßx, PyPyx, PöPSx besteht 
eine Gleichung: 

(B) Ap a p a>c + Bp ß p ßx + Cp y p y>c + Dp s p Sx = 0, 

deren Coefficienten bestimmt sind durch die Formeln: 

A +B +C +D = 0, 

Aa a + Baß + Cay + Da§ — 0, 
Aa 2 a + Bai + Ca 2 + Da 2 s = 0. 
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III. Wir wissen, dass eine Gleichung besteht von der Form: 

Aa x a Xß + Bo x a xli + Ca^a xX = 0. 

Die Coefficienten lassen sich auch hier bestimmen, indem man auf die Anfangsglieder 
zurückgeht: 

AvxVxii + Bv x v xli + Cv M v xA = 0. 

Da ein Coefficient von v" in den Grössen v a nicht vorkommt, in den Grössen v a ß dagegen 
gleich 1 ist, so erhalten wir: 

Av„ + Bvi +Cv„ =0, 



oder: 
Hieraus folgt: 



A(a^v — v') + B(a x v — V) + C(a^v — v') 



A — a x — dp, B — a^ — a x , C — a^ — a x ; 
daher: 

(C) (a x - ap)p^p Xll + {a ß - a x )p x p ß „ + (a x - a x )p^p xX = 0. 

IV. Wir stellen jetzt noch zwei Gleichungen auf, welche Beziehungen der Functio- 
nen p xXjX zu den übrigen angeben. Erstens muss eine lineare Relation bestehen zwischen 
öb^xAM' °^°^ g kv g X' zweitens zwischen O O Klß , <J a y<?ßö und Oß y a a5 . Beide Rela- 
tionen sind schon aufgestellt, als es sich um die Darstellung der Moduln handelte, und die 
einfachsten Ausdrücke der Coefficienten sind durch die Formeln (10) und (11) gegeben. Es 
ist demnach 

aXß^O^Xß + (-1) A|/ ^A<V + (-l)^ X o^o x = 0, 
(_l)«|p+7l a a ßa y8 OQO xXtl = OayOßg - Oß y o aS ; 

oder: 

PxlPv ~ PxßPX + Oa - a^Px.Xyt = 0, 
PayPßö-PßyPaS = ( a a ~ aß)(a y - a s )p xXß . 

Wir erhalten also p^ip ausgedrückt in zwei verschiedenen Formen: 

PXPxß-PjxPxX 



(D) PxXn 

(E) p H X\x = 



a x — a ß 

PayPßö-PßyPad 

(a a -aß)(a y -a 5 ) 
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Aus den fünf aufgestellten Relationen lassen sich nun folgende Schlüsse ziehen. 
Zunächst folgt aus (A), dass sich die sieben Grössen p\ durch drei Grössen f\, f 2 , fi 
in folgender Weise ausdrücken lassen: 

Px = a x~ f\ a x + J20-X - /3, 

also, wenn man die ganze Function dritter Ordnung 

(30) x 3 -fix 2 + f 2 x-f 3 mit (pix) 
bezeichnet: 

(31) pi = (p(a K ). 

Denn diese Function genügt offenbar identisch der Relation 



a,ß,r,8 l (a a -aß)(a a -a Y )(a a -a s ) 



1. 



Bestimmt man nun f\, fi, fj, durch die drei linearen Gleichungen (p(a{) — p 2 , (p(ci2) — p\, 
<p(ö3) — p\, so folgt aus dieser Gleichung im Verein mit (A), dass allgemein (p(a§) — 
p 2 5 sein muss. Die Coefficienten f\, f%, fe der Function <p(a x ) sind demnach bestimmte 
Abel'sche Functionen der Argumente, und zwar lineare Functionen der Grössen p 2 K . 
Aus der Gleichung (B), die wir so schreiben können: 

ApaPxPa* + BpßPxPß x + CpyPxPyx + Dp 5 p >c p 5x = 0, 

folgt ferner, dass sich die 21 Producte p^PxPxk (x, A = 1, 2 • • • 7, x ^ A) sich linear und 
homogen durch sechs unter ihnen 

P1P2P12, P1P3P13, P\P\P\\-, P2P3P23, P2P4P24, P3P4P34 

ausdrücken lassen. Versteht man unter <p(je, y) eine ganze und symmetrische Function vom 
zweiten Grade in Bezug auf x und y, so bestehen zwischen den 21 Grössen (p(a x ,a^,) genau 
dieselben Gleichungen, wie zwischen den Grössen PxPxPxX '■ 

A(p(aa,a x )+B(p(aß,a x ) + C(p(a 7 ,a x )+D(p(as,a x ) — 0, 



wo 



A + B + C + D = 0; Aa a +Baß+Ca r + Da s = : 

Aa 2 a + Bai + Ca 2 + Da 2 s = 
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ist. Wenn wir also die sechs Coefficienten dieser Function <p(jc, y) so bestimmen, dass die 
sechs Gleichungen 

(p(a x ,a x ) = PxPxPxX (*>A = 1,2, 3,4) 

bestehen, so muss diese Gleichung allgemein gelten für alle 21 Combinationen der Indices 
1 , 2 • • • 7. Wir können also allgemein die 21 Producte p^PxPxX durch sechs von den Indices 
abhängigen Grössen in folgender Weise ausdrücken: 

/x,A = l,2---7\ 
(32) PxPkPxX = 9\a*,ax) I <« I, 

wo (p(x, y) eine ganze und symmetrische Function von x und y bedeutet, die in Bezug auf 
beide Grössen vom zweiten Grade ist, und deren sechs Coefficienten Abel'sche Functionen 
sind. 

Die dritte der entwickelten Relationen giebt nun einen Zusammenhang zwischen den 
Functionen (p(x) und cp(x, y). Wir erhalten, indem wir die Gleichung (C) mit PxPxPn mu l~ 
tipliciren, und p\ durch <p(a x ), PxP\iPX\x durch (p(ax, a.jx) etc. ersetzen: 

(ax - a ß ) (p (a x ) (p (a x , a^ ) + (a ß - a x ) <P (a x ) (p (a ß , a x ) 
+ {a K - a x )(p(a lL )(p(a K ,a x ) ^0. 

Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung a x , a x , a ß durch x, y, z, so erhalten wir 
eine ganze Function <J>(x, y, z), die in Bezug auf jede der Veränderlichen vom dritten Grade 
ist. Diese Function hat die Eigenschaft, zu verschwinden, wenn für x, y, z drei Grössen 
der Reihe a\ , «2 ■ ■ ■ a l gesetzt werden. Daraus folgt, dass sie identisch verschwinden muss. 
Demnach ist identisch: 

, s _ (x-z)(p(y)(p(x,z)-(y-z)(p(x)(p(y,z) 

Geben wir der Grösse z einen constanten Werth c und bezeichnen 

(x — c)<p(x, c) 
<p(c) 

so ist demnach 



mit \j/(x) 



, n = ¥(x)q>(y)-v(y)q>(x) 

x — y 

y(x) ist eine ganze Function dritten Grades von x. Diese können wir auf die Form bringen: 

\jf(x) = c'(p(x)-\i/(x), 
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wo y/(x) eine ganze Function zweiten Grades bedeutet. Dann ist: 

(p(x)w(y) - (p(y)w(x) 



(33) <p(x,y) = 



x — y 



Auf diese Weise sind jetzt die Functionen p x und p x x durch sechs Hülfsgrössen ausge- 
drückt, nämlich die Coefficienten f\, f 2 , fo der kubischen Function (p(x) und die der qua- 
dratischen Function y(x): 

(34) p K = (p{a x ), PxPxPxX = 



a^ — ax 

Dies sind bekannte Formeln aus der von Herrn Weierstrass aufgestellten allgemeinen Theo- 
rie der hyperelliptischen Functionen. 

Es sollen jetzt anstatt dieser sechs Hülfsgrössen andere eingeführt werden; nämlich die- 
jenigen Werthe x\, X2, xt,, wofür die kubische Function (p(x) verschwindet, und diejenigen 
Werthe vi, V2, V3, welche die quadratische Function \j/(x) annimmt, wenn x\, X2, X3 für x 
gesetzt wird. Es ist also <p(xh) — 0, \j/(xh) — yh(h—l, 2, 3), daher: 

(35) (p(x)^(x-xi)(x-X2)(x-x 3 ), 

Hieraus folgt: 

(p(x)y(x') - (p(x')y(x) 



(p{x,x') 



x — x' 



(p(x)(p(x') £ 



v/7 



h =x {(x-x h ) (x' - x h )(p' (x h ) 



Daher erhalten wir: 



(37) 



p K = (a x -xx)(a x -x 2 )(a x -X3] 



PxPX £ \ 

h=\ \- 



{a K -x h ){ax-x h )(p'{x h ) 



Von den beiden Gleichungen (D) und (E) giebt die erste, wenn wir für die Grössen p^x 
und pxp, ihre Ausdrücke einsetzen, die Darstellung von p^Xjx- 

PxPlPß v 1 f yn 

p^n - —— L 



ax - cip h =\ l ( a * - x h)<P'{xh) 



üß — Xh ax —x 
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also: 

(38) p K xii = PxPxPil £ \ 7 w TT w , s f • 

/TTi {{a x -x h ){ax-x h ){a^-x h )(p '(x h ) J 

Eine andere Darstellung liefert die letzte Gleichung. Setzt man nämlich in dieser für p a y, 
Pß§, pay, p a § ihre Summen- Ausdrücke, so ergiebt sich: 

(a a -aß)(a y -a § ) 



PaPßPyPö 

3 3 , 



= EE 



fc=l£=l l («y -*&)(«« -*Jt)p'(*A)fl>'(*Jfc) 



1 



(a a -x h )(a ß -x k ) 
1 



(aß-x h )(a a -x k )_ 



Führt man hier die Subtraction unter dem Summenzeichen aus und bezeichnet zur Abkür- 
zung: 

(a a — x) (aß — x) (ay — x) (a§ — x) mit P(x) , 

so ergiebt sich, da 

(a ß - x h ) (a a -x k )-(a a -x h ) (a ß - x k ) = (a a - a ß ) (x k - x h ) 
ist: 

ay-as _ y y f (gy ~ *fc) (gg ~ *ft) (** ~ j^J3^fe 1 



PaPßPyP5 PxXß hihi P(x h )P(x k )(p'(x h )(p'(x k ) J 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine homogene quadratische Function von y\, y 2 , 
y 3 . Die Coefficienten von y 2 , y 2 , y 2 sind offenbar Null; dagegen der Coefficient von y\y 2 \ 

(a y - x\ ) (a§ - x 2 ) (x\ - x 2 ) (a r - x 2 ) (a§ - x\ ) (x2 - x\ ) 



P(x i )P(x 2 )(p'(x l )(p'(x 2 ) P(x l )P(x 2 )(p'(x l )(p'(x 2 ) 

Dies ist 



(a y - a s ) (xi -x 2 y - (a r - a s ) 



Nun ist offenbar 



daher: 



P(xi)P(x 2 )(p l (xi)(p'(x 2 ) P( Xl )P(x 2 )(p'(x 3 ) 
P( Xl )P(x 2 )P(x 3 ) = p 2 a p 2 ß p 2 yp 2 s ; 
ay — a§ (ay — a§)P(x 3 ) 

P(X1)P(X 2 )(P'(X 3 ) ~ p 2 a p 2 ßP 2 yP 2 5 (p'(x 3 )' 
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Die beiden andern Coefficienten ergeben sich hieraus durch Vertauschung der Indices. 
Demgemäss erhalten wir: 

-ymy3 y / P{xh) 

xXß PaPßPyPd Ä =i l yh<P'(xh) 

Wir bezeichnen jetzt durch R(x) die ganze Function siebenten Grades, welche durch Mul- 
tiplication der sieben Linearfactoren a a — x hervorgeht: 

(39) R(x) — (ai — x){ü2 — x) •• -(a-j — x), 

und durch p das Product der sieben Grössen p\,pi---pi. Dann ist 

p , x) = Rix) i = PxPxPp , 

(a x -x){a x -x){a ll -xy PaPßPyPs P 

folglich: 

yiymyi R(xh) 1 

xAm ß P j~ l \(a>e-xh)(a]i-xh)(ai l -xh)yh9'(xh)i' 

Vergleicht man diese Darstellung mit der zuerst gegebenen, so sieht man, dass beide genau 
übereinstimmen, bis darauf, dass an die Stelle von y/,: 

=yh (« = i,2,3) 

p yh 

getreten ist. Dies ist offenbar nur dadurch möglich, dass die Grössen y' h den entsprechenden 
yh gleich sind; es muss also 

-ymyiR{xh) =py\ (ä = l , 2, 3) 

sein. Hieraus folgt, wenn wir die drei Gleichungen multipliciren: 

-yiy 2 y3R(x l )R(x2)R(x 3 ) - p 3 , 



und da offenbar 



2 :, 



R(xi)R(x 2 )R(x 3 ) =p z ist. 



(40) -yiyiy3 = P'> 

mithin: 

(41) yl = R(x h ). 
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Es bleiben noch die Argumente durch Integrale erster Gattung auszudrücken. Wir wol- 
len v, v' , v" als Argumente auffassen, was einer linearen Transformation gleichkommt. Wir 

setzen: 

dlogp„ d\ogp x d\ogp x 

b =A 5 VB 3~7 hC 3 // ; 

ov ov ov 

A, B, C sollen willkürliche Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck F hat die Eigenschaft, 
dass, wenn wir ihn mit (JqO x multipliciren, er übergeht in eine grade Theta-Function zwei- 
ten Grades mit dem Index x, und zwar eine solche, welche verschwindet, wenn die Ar- 
gumente gleich Null gesetzt werden. Functionen derselben Art sind die sechs Producte 
OaOax (oj = 1, 2- • -7, aber ^ x). Die Anzahl der linear unabhängigen Theta-Functionen 
zweiten Grades mit dem Index x, welche grade sind, ist vier; zwischen je fünf derselben 
muss also eine lineare Gleichung bestehen. Stellen wir daher das System auf 

O a O axi OßOßx, öyöyx, <5 a ßy a ö?LLn 

so muss zwischen F<Jo<j x und diesen vier Producten eine lineare homogene Gleichung 
bestehen. In dieser muss der Coefficient des Gliedes O a ßyOsXfi den Werth Null haben, 
weil dieses das einzige ist, welches nicht verschwindet, wenn die Argumente gleich Null 
gesetzt werden. Wir erhalten also: 

(43) F0 O X = Y, ( k a<?a<?ax)- 

Die Coefficienten k a , kß, ky werden bestimmt durch die Anfangsglieder. Das der Function 

/ da x da x „do x 
FooOx = C7 A— — + B—j + C— — 
\ Ov ov ov 



rr ( A da ° IT! 300 ir d °°\ 

a "{ A ^v~ + B ^7 + C w) 



erhalten wir, wenn wir a x v — v' für a x , vv" — v' 2 für <7o einsetzen. Dasselbe ist also: 

(w" - v' 1 ) (Aa x -B)- (a x v - v) {Av" - 2Bv' + Cv) . 

Dieser Ausdruck muss 

= Yä ( k a v aV a >c) 
a,ß,y 

sein. Setzen wir nun v — 1, v' — p, v" — p 2 , so wird 

vv" - v' 2 = 0; Av" - 2Bv + Cv = Ap 2 - 2Bp + C; 
VaVan = (a x v - v') (a a - pf\ 
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wir erhalten also zur Bestimmung der Coefficienten folgende Formel 

(44) -(Ap 2 -2Bp + C)= £ {k a (a a -pf) 7 

a,ß,y 

welche identisch, für alle Werthe von p, gilt. 
Aus (43) folgt: 

E \v — 

a,ß, r v p * 

Für p ax setzen wir den gefundenen Summen- Ausdruck; ebenso für p 2 a : (a a — x\){a i 
X2)(a<x —X3). Dann ergiebt sich: 

F = S,rl ka(aa ~ xM< " ~ X2)(aa ~ X3) t i^ÄÄ)) ' 

oder: 

F= fa<«»-*Vw5/" (flo -* )(flB -* )} }' 

Nun folgt aus der Gleichung (44), wie man leicht sieht, die allgemeinere: 

Y, {ka(a a -p)(a a -q)} = - {Apq - B(p + q) + C} ; 
a,/3,y 

es ist daher: 
mithin: 

p= _ y f (AXjfcX/ - g(x fc + X/) + Cjjft 

^l {a K -x h )(p'(x h ) 

Wir setzen jetzt für A, ß, C die Differentiale Jv, Jv', Jv". Dann geht F in dlogp x über, und 
da 

ist, so erhalten wir: 

y f dx h \ _ y ( {x k xidv - {x k + xi)dv' + dv") y h 
^ x \2{a x -x h )) jL { \ (a x -x h )(p'(x h ) 
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Diese Gleichung muss gelten für x = 1 , 2 • • • 7. Das ist nur dadurch möglich, dass in beiden 
Summen die einzelnen Glieder übereinstimmen: 

dxh XkXidv — (xk + x{)dv' + dv" 
2y h {x h -x k ){x h -xi) 

Löst man diese drei Gleichungen nach dv, dv' , dv" auf, so ergiebt sich: 

dv= j^fdxh 

XfiCLXfo 
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($1 to $5,000) are particularly important to maintaining tax exempt 
Status with the IRS. 

The Foundation is committed to complying with the laws regulating 
charities and charitable donations in all 50 states of the United 
States. Compliance requirements are not uniform and it takes a 
considerable effort, much paperwork and many fees to meet and keep up 
with these requirements. We do not solicit donations in locations 
where we have not received written confirmation of compliance. To 
SEND DONATIONS or determine the Status of compliance for any 
particular State visit http://pglaf.org 

While we cannot and do not solicit contributions from states where we 
have not met the solicitation requirements, we know of no prohibition 
against accepting unsolicited donations from donors in such states who 
approach us with offers to donate. 

International donations are gratefully accepted, but we cannot make 
any Statements concerning tax treatment of donations received from 
outside the United States. U.S. laws alone swamp our small staff. 

Please check the Project Gutenberg Web pages for current donation 
methods and addresses. Donations are accepted in a number of other 
ways including checks, online payments and credit card donations. 
To donate, please visit: http://pglaf.org/donate 
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